
Continuidade e limites

Cálculo de limites

1. Calcule os limites quando x Ñ 0` e x Ñ `8 das seguintes funções:

(a) e´1{?
x (b) ep1´xq{?

x (c) exp
´1 ´ ?

x

1 ` ?
x

¯

(d) exp
´1 ´ ?

x?
x` 1

¯

(e) ln
´

?
x

1 ` ?
x

¯

(f) ln
´ x?

1 ` x2

¯

(g) ln
´ x2?

1 ` x2

¯

(h) ln
´1 ` ?

x?
1 ` x

¯

2. Calcule os limites quando x Ñ 0`, x Ñ 0´, x Ñ `8 e x Ñ ´8 das seguintes funções:

(a) e1{x (b) senhp1{xq (c) coshp1{xq
3. Calcule os limites quando x Ñ 0, x Ñ `8 e x Ñ ´8 das seguintes funções:

(a) cos
´ x´ π

x2 ` 2

¯

(b) tan
´ πx

4x´ 1

¯

(c) sen
´ πx?

4x2 ` 1

¯

4. Calcule, ou justifique que não existem, os limites quando x Ñ 0, x Ñ `8 e x Ñ ´8 das seguintes
funções:

(a) senx (b) psenxq{x (c) senp1{xq
(d) x senp1{xq (e) x cosp1{xq (f) x senp1{xq ´ cosp1{xq

5. Calcule ou mostre que não existe

(a) lim
xÑ2

exp

ˆ

x2 ´ 3x` 2

x´ 2

˙

(b) lim
xÑ´8

tan
´ πx?

4x2 ` 3

¯

(c) lim
xÑ0

sen
`

x senplnxq
˘

6. Calcule, se existirem, os seguintes limites:

(a) lim
xÑ0

sen2 x

3x2
(b) lim

xÑ0

senp2xq
x

(c) lim
xÑ0

tanx

x
(d) lim

xÑ1

ˆ

lnx

x´ 1
´ 1

˙ ˆ

1 ` sen
1

x´ 1

˙

(e) lim
xÑ0`

`

lnpsenxq ´ lnx
˘

(f) lim
xÑ1

lnpx2q
x2 ` 2x´ 3

(g) lim
xÑ0

px` 1q senx
x2 ` 2x

(h) lim
xÑ0

sen2pxq sen2p1{xq
x

(i) lim
xÑ0

x

senx` x
(j) lim

xÑ1

sen

ˆ

π lnx

x´ 1

˙

sen

ˆ

1

lnx

˙

(k) lim
xÑ0

ln
´ senx

x

¯

(l) lim
xÑ1

cos

ˆ

2π lnx

x´ 1
´ π

˙

(m) lim
xÑ1

cospπxq lnpxq
px´ 1q arcsenpx2q (n) lim

xÑ0

sen
`

π
4

` x
˘

senpxq
x2 ´ x

(o) lim
xÑ0

lnp1 ` xq cos3 x
ex senx

(p) lim
xÑ0

senpxq lnp1 ` xqpex ´ 1q
x3 arccosx
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7. Calcule, se existirem, os seguintes limites:

(a) lim
xÑπ{2

senpcosxq
cosx

(b) lim
xÑ2π

lnpcosxq
cosx´ 1

(c) lim
xÑπ

esen x ´ 1

senx

(d) lim
xÑ0

ln
`

x´1 senpxq
˘

x´1 senpxq ´ 1
(e) lim

xÑ0

ex
2 ´ 1

x
(f) lim

xÑ1

senpx2 ´ 1q
x´ 1

(g) lim
tÑ0

senptan tq
senptq (h) lim

xÑ0

lnpx2 ` 1q
x senx

(i) lim
xÑ0

ex ´ 1

tanp2xq

(j) lim
xÑ0

e2x ` ex ´ 2

ex ´ 1
(k) lim

xÑ0

cos2 x´ 3 cosx` 2

lnpcosxq (l) lim
xÑ1

senplnxq
lnx

(m) lim
xÑ´8

x4 senp1{xq (n) lim
xÑ´8

x2 ln
`

1 ` p1{x2q
˘

(o) lim
xÑ`8

x
`

e1{x ´ 1
˘

(p) lim
xÑ`8

ex sen
`

e´x
˘

(q) lim
xÑ´2

lnpx` 3q
x` 2

(r) lim
xÑ0

epsen xq{x ´ 1

psenxq{x
8. Calcule o limite quando x Ñ 0 da função x{ arcsenpxq.
9. Determine, se existir, cada um dos seguintes limites:

(a) lim
xÑ0

x

lnp2x` 1q (b) lim
xÑ1

senpx´ 1q ` lnx

x´ 1
(c) lim

xÑ0

cosp1{
?
x q

(d) lim
xÑ`8

x3{2 senp1{xq (e) lim
xÑ0

senx?
x

(f) lim
xÑ1

epx´1q5 ´ 1

px´ 1q7

(g) lim
xÑπ{2

senpcotanxq
cosx

(h) lim
xÑ0

sen2
?
x

2x
(i) lim

xÑ0

tanp5xq
x arccosx

(j) lim
xÑ`8

arctanx

x
(k) lim

xÑ1

lnp1 ` arccosxq
arccosx

10. Mostre que se punq é uma sucessão monótona, parctanunq é uma sucessão convergente.

11. Seja pxnq uma sucessão tal que limxn “ 1 e xn ą 1 para qualquer n P N. Calcule, se existir,
lim fpxnq nos casos seguintes:

(a) fpxq “ 1

x
(b) fpxq “ lnx (c) fpxq “ 1

x´ 1

12. Suponha que para todo o n P N a função f verifica a condição

fp´1{nq “ 1 ´ fp1{nq .
Se existirem os limites laterais fp0´q e fp0`q quanto valerá a sua soma? Se existir lim

xÑ0

fpxq qual

será o seu valor?

13. Sabendo que lim
xÑ1

fpxq “ 2 e que fpxq ‰ 2 para todo o x, calcule justificando:

(a) lim
xÑ0

f
´ senx

x

¯

(b) lim
xÑ1

sen
`

fpxq ´ 2
˘

fpxq ´ 2

(c) lim
xÑ1

f
`

fpxq ´ 1
˘

(d) lim
xÑ1

fpxq ln
`

fpxq ´ 1
˘

fpxq ´ 2

Quais destes limites poderia ainda calcular se não assumisse que fpxq ‰ 2 para todo o x?
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Funções cont́ınuas

14. Determine o domı́nio das seguintes funções e justifique que elas são cont́ınuas no seu domı́nio.

(a)
x` 1

x3 ` x
(b)

x` 1

x4 ` 3x3 ` 2x2
(c)

?
x´ 1

x2 ` x
(d) sen

`

cos
a

1 ´ x2
˘

(e) cos
´ 1?

1 ´ x2

¯

(f) 3

a

tanp2xq ´ cotanp2xq (g)
1?

x2 ` 1
` 1

3
?
x3 ´ 1

(h)
|x2 ´ 1|
x2 ´ 1

(i)
a

´ sen2 (j)
?
lnx

15. Considere a função f : s´1, 1r Ñ R definida por fpxq “ 1 ´ 3

x` 1
p´1 ă x ă 1q

(a) Estude a monotonia de f .
(b) Indique se f é majorada ou minorada e se tem máximo ou mı́nimo em s´1, 1r.
(c) Se xn for uma sucessão de termos em s´1, 1r convergente para 1 qual será o limite de fpxnq?

Justifique.
(d) Dê um exemplo duma sucessão yn de termos em s´1, 1r tal que a sucessão fpynq não seja

limitada.

16. Considere a função f : R Ñ R definida por

fpxq “

$

’

&

’

%

x2 x ď 0

lnx 0 ă x ă 1

senpπxq x ě 1

(a) Estude f quanto à continuidade.
(b) Esboce o gráfico de f e determine o seu contradomı́nio.

17. Quais das seguintes funções são prolongáveis por continuidade a R?

(a) fpxq “ |x|{x (b) fpxq “ elnpx2q{2 (c) arctan
`

1{|x´ 1|
˘

18. Considere a função f : R Ñ R definida por:

fpxq “

$

’

&

’

%

0 se x ď ´1

arcsenx se ´1 ă x ă 1

K senpπx{2q se x ě 1

(a) Sabendo que f é cont́ınua em x “ 1, determine o valor de K.
(b)* Determine f

`

4

π
arccosp´ 4

5
q
˘

e f
`

cosp 5π
12

q
˘

.
(c) Estude a continuidade de f .
(d) Indique qual o contradomı́nio de f e, se exitirem, sup f , max f , inf f e min f .
(e) Calcule, caso existam, os limites de f em `8 e ´8.

19. Considere a função f : R Ñ R definida por: fpxq “
#

arctanp1{xq se x ă 0

1 ` e1´x se x ě 0

(a) Mostre que f é cont́ınua em Rzt0u.
(b) Calcule os limites laterais de f no ponto 0 e indique se f é cont́ınua, cont́ınua à direita ou

cont́ınua à esquerda nesse ponto.
(c) Estude a monotonia de f (sem usar derivadas).
(d) Calcule os limites de f em `8 e ´8.
(e) Indique qual o contradomı́nio de f e, se exitirem, sup f , max f , inf f e min f .

20. Considere a função f : R Ñ R definida por: fpxq “
#

ln
`

k{p2 ` x2q
˘

se x ą 0

´xpx` 2q se x ď 0

(a) Sabendo que f é cont́ınua em x “ 0, determine o valor da constante k.
(b) Estude a monotonia de f (sem usar derivadas).
(c) Calcule os limites de f em `8 e ´8.
(d) Indique qual o contradomı́nio de f e, se exitirem, sup f , max f , inf f e min f .
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21. Considere as funções

ϕpxq “ e´1{x2

, ψpxq “ x senp1{xq ´ cosp1{xq
(a) Estude quanto à continuidade as funções ϕ ψ em cada ponto do seu domı́nio.
(b) Indique se cada uma das funções é ou não prolongável por continuidade ao ponto 0.
(c) Mostre que ϕ e ψ são funções limitadas.

22. Considere a função f definida por fpxq “ ?
x{px´ 1q.

(a) Indique, sob a forma duma união de intervalos, o domı́nio Df de f .
(b) Calcule os limites laterais de f no ponto 1 e o limite de f em `8.
(c) Indique o contradomı́nio de f .
(d) Dê exemplos de sucessões punq e pvnq de termos em Df tais que punq e

`

fpvnq
˘

são conver-

gentes e pvnq e
`

fpunq
˘

são divergentes.

23. Considere as funções
fpxq “ ln

`

lnp1 ` xq
˘

, gpxq “
?
x senp1{x2q

(a) Determine o domı́nio de f e de g e estude as funções quanto à continuidade.
(b) Calcule os limites de f e g em `8.
(c) Indique se cada uma das funções é prolongável por continuidade ao ponto 0.
(d) Indique o contradomı́nio de f .

24. Seja f : Rzt0u Ñ R a função definida por

fpxq “
#

´e1{x se x ă 0;

ln 1

1`x2 se x ą 0

(a) Calcule lim
xÑ´8

fpxq e lim
xÑ`8

fpxq.
(b) Estude a continuidade de f .
(c) Determine (sem usar derivadas) os intervalos de monotonia de f .
(d) Mostre que f é prolongável por continuidade ao ponto 0.
(e) Sendo g o prolongamento por continuidade de f ao ponto 0, mostre que g tem máximo e

mı́nimo em qualquer intervalo da forma r´ε, εs, com ε ą 0 e calcule o máximo de g nesse
intervalo.

25. Considere a função gpxq “ arctan
`

1{|x ` 1|
˘

. Verifique que g é prolongável por continuidade ao
ponto ´1. Sendo G : R Ñ R esse prolongamento, determine o contradomı́nio de G.

26. Considere a função f : Rzt1u Ñ R definida por

fpxq “

$

’

’

&

’

’

%

sen
`

px´ 1q2
˘

kpx´ 1q2 se x ă 1

lnx

x2 ´ 1
se x ą 1

em que k P R. Determine k por forma a que f seja prolongável por continuidade ao ponto 1.
Sendo F : R Ñ R esse prolongamento, determine F p1q.

27. Considere a função f : Rzt0u Ñ R dada por

fpxq “
#

3 cos
´

π
1`x2

¯

se x ą 0

pk ´ xqpx` 1q se x ă 0

onde k P R é uma constante.
(a) Calcule lim

xÑ´8
fpxq e lim

xÑ`8
fpxq.

(b) Determine a constante k tal que f é prolongável por continuidade ao ponto 0.
(c) Sendo F : R Ñ R esse prolongamento, determine o contradomı́nio de F .

28. Estude a continuidade da função f : R Ñ R tal que fpxq “ x se x P Q e fpxq “ 0 se x R Q.
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29. Considere a função f : R Ñ R definida por

fpxq “ 1

2

`

x` |x|
˘

dpxq
onde d : R Ñ R designa a função de Dirichlet.
(a) Indique o contradomı́nio de f . A função é majorada? E minorada?
(b) Estude lim

xÑ´8
fpxq e lim

xÑ`8
fpxq.

(c) Em que pontos é f cont́ınua?

30. Considere a função fpxq “
a

´dpxq onde d : R Ñ R designa a função de Dirichlet. Determine o
domı́nio de f e diga em que pontos é f cont́ınua.

31. Sendo f : R Ñ R uma função cont́ınua no ponto 1, em que ponto(s) será necessariamente cont́ınua
a função gpxq “ fpsenxq?

32. Seja f : R Ñ R uma função cont́ınua no ponto 0. Em que ponto(s) será necessariamente cont́ınua
a função gpxq “ fptanx´ cotanxq?

33. Seja f : R Ñ R uma função tal que |fpxq ´ fpyq| ď |x´ y| para quaisquer x, y P R. Mostre que f
é cont́ınua.

34.* Seja f : R Ñ R uma função tal que fpxq P Z para todo o x P R. Mostre que se f for cont́ınua em
x “ 0 então existe uma vizinhança de zero na qual f é constante.

35.* Mostre, recorrendo à definição de continuidade, que as funções definidas em R por fpxq “ 4x´ 1
e gpxq “ x2 ` 1 são cont́ınuas para qualquer x P R.

36. Seja f : R Ñ R uma função cont́ınua tal que fp0q “ 1. Mostre que existe uma vizinhança de zero
na qual f ą 0.

Teorema de Bolzano

37. Na tabela seguinte estão indicados alguns dos valores duma função cont́ınua f : R Ñ R:

x 0 1 2 3
fpxq 2 -1 5 4

O que pode concluir sobre o contradomı́nio de f? E se f estivesse definida em Rzt 3

2
u?

38. Mostre que a equação sen3 x` cos3 x “ 0 tem pelo menos uma raiz no intervalo s0, πr.
39. Seja f uma função cont́ınua em r0, 1s tal que 0 ď fpxq ď 1 para todo o x P r0, 1s. Prove que existe

um ponto c P r0, 1s tal que fpcq “ c.

40. Seja f : r´1, 1s Ñ R uma função cont́ınua tal que fpxq P r´π
4
, π
4

s para todo o x e fp´1q “ fp1q “ π
4
.

(a) A equação fpxq ´ x “ 1 tem solução em r´1, 1s? Justifique.
(b) Determine, justificando, o limite da sucessão vn “ tan

`

fpunq
˘

em que un “ p1 ´ nq{n.
41. Esboce os gráficos das funções f e g e use o Teorema de Bolzano em intervalos ra, bs apropriados

para mostrar que a equação fpxq “ gpxq tem pelo menos n soluções:

(a) fpxq “ senx, gpxq “ x2 ´ 1, n “ 2 (b) fpxq “ x2 ´ 4, gpxq “ 1{x, n “ 3

(c) fpxq “ ex ´ 3, gpxq “ lnx, n “ 2 (d) fpxq “ arccosx, gpxq “ tanx, n “ 1

(e) fpxq “ senx, gpxq “ 1

2
` cosx, n “ `8 (f) fpxq “ ex, gpxq “ ´ cospπxq, n “ `8

42. Seja f : r0, 1r Ñ R uma função cont́ınua tal que fp1´q “ `8 e fp0q ă 0.
(a) Mostre que existe um c P r0, 1r tal que fpcq ą 0.
(b) Prove que f tem um zero no intervalo s0, 1r.

43. Use o Teorema de Bolzano para mostrar que qualquer função polinomial de grau ı́mpar tem pelo
menos um zero.

44. Seja f : s´1, 1r Ñ R uma função cont́ınua tal que fp´1`q “ ´8 e fp1´q “ `8. Prove que existe
um ponto c P s´1, 1r tal que fpcq “ c.

45. Esboce os gráficos das funções secx e e gpxq “ x2 ´ 1. Quantas soluções tem a equação secx “
x2 ´ 1? Prove que assim é usando o Teorema de Bolzano.
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46.* Seja f : R Ñ R uma função cont́ınua tal que

lim
xÑ´8

fpxq “ a e lim
xÑ`8

fpxq “ b

com a, b P R e a ă b. Prove que o contradomı́nio de f contém o intervalo sa, br.
47. Sejam a, b P R e seja g : sa, br uma função cont́ınua tal que

lim
xÑa

gpxq “ ´8 e lim
xÑb

gpxq “ `8

Mostre que existe uma e uma só função cont́ınua h : ra, bs Ñ R tal que hpxq “ arctan
`

gpxq2
˘

para
todo o x P sa, br e determine o contradomı́nio de h.

Teorema de Weierstrass

48. Verdadeiro ou falso: existe uma função cont́ınua f : R Ñ R e uma sucessão pxnq tais que 0 ď xn ď 1
e fpxnq “ n para todo o n P N.

49. Seja g : r0,`8r Ñ R uma função cont́ınua.
(a) Mostre que a função fpxq “ gp1 ´ x2q tem máximo e mı́nimo.
(b) Se o domı́nio de g fosse s0,`8r, podeŕıamos continuar a garantir a existência de máximo e

mı́nimo de f?

50. Seja f : r0, 1s Ñ R uma função cont́ınua e seja pxnq uma sucessão em r0, 1s tal que lim fpxnq “ 0.
Mostre que f tem pelo menos um zero.

51. Seja f : r0,`8r Ñ R uma função cont́ınua. Mostre que:
(a) se existe b ą 0 tal que fpbq ă fpxq para todo o x ą b então f tem mı́nimo.
(b) se existe a ą 0 tal que fp0q ą fpxq para todo o x ą a então f tem máximo.
(c) Se existe, em R, o limite lim

xÑ`8
fpxq então f é limitada.

52. Seja f : r0,`8r uma função cont́ınua tal que fp0q ą 0 e lim
xÑ`8

fpxq “ 0. Prove que f tem máximo.

53. Seja f uma função cont́ınua em R com limites positivos em ˘8 e tal que fp0q ă 0. Mostre que:
(a) A equação fpxq “ 0 tem pelo menos duas soluções.
(b) A função f tem mı́nimo em R.

54. Seja f : R Ñ R uma função cont́ınua tal que fpxq ą 0 para todo o x P R. Sabendo que

lim
xÑ´8

fpxq “ lim
xÑ`8

fpxq “ 0

prove que f tem máximo e que o seu contradomı́nio é da forma s0, fpcqs para algum c P R.

55. Seja f : s´1, 1r Ñ R uma função cont́ınua tal que

lim
xÑ´1`

fpxq “ ´8 “ lim
xÑ1´

fpxq .

Prove que o contradomı́nio de f é da forma s´8, fpcqs para algum c P s´1, 1r.
56. Seja f : R Ñ R uma função cont́ınua e suponha que existem e são finitos os limites lim

xÑ´8
fpxq e

lim
xÑ`8

fpxq.
(a) Mostre que f é limitada.
(b) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique justificando qual o

máximo da função gpxq “ 1{
`

1 ` fpxq2
˘

.


