
Métodos de primitivação

Primitivação por partes

1. Usando o método de primitivação por partes, calcule uma primitiva de cada uma das funções:

(a) expex ` xq (b) x senx (c) ex senx

(d) x3e´x (e) x2 senhx (f) arctanx

(g) arcsenx (h)
?
x lnx (i) x arctanx

(j) xp1 ` x2q arctanx (k) ln

ˆ

1

x
` 1

˙

(l) x2 ln2 x

(m) ln2 x (n) ln3 x (o) cosp2xq lnptanxq

(p) senpxq lnp1 ` senxq (q) 3x
a

1 ´ x2 arcsenx (r)
lnx

p1 ` xq2
(s) coshpxq cospxq (t) 3x cosx (u)

?
x arctanp1{

?
x q

(v)
?
x arctanp

?
x q (w) cosplnxq (x) xn lnx pn P Nq

2. Usando uma substituição adequada e primitivação por partes, calcule uma primitiva de cada uma
das funções:

(a) x3ex
2

(b)
1

x3
cos

1

x

3. Mostre que, para n P N, é válida a seguinte fórmula de recorrência:
ż

lnn |x|dx “ x lnn |x| ´ n

ż

lnn´1 |x|dx

4. (a) Usando o método de primitivação por partes, mostre que, para k P N, k ą 1, tem-se:
ż

x2 dx

p1 ` x2qk “ 1

2p1 ´ kq

ˆ

x

p1 ` x2qk´1
´

ż

dx

p1 ` x2qk´1

˙

.

(b) Justifique que, para k P N, k ą 1,
ż

dx

p1 ` x2qk “ ´ 1

2p1 ´ kq
x

p1 ` x2qk´1
`

ˆ

1 ` 1

2p1 ´ kq

˙
ż

dx

p1 ` x2qk´1
.

(c) Utilize a alinea anterior para calcular

ż

dx

p1 ` x2q2 e

ż

dx

p1 ` x2q3 .

5. Calcule o valor dos integrais seguintes:

(a)

ż

1

1

2

lnx dx (b)

ż

0

´1

x

ex
dx (c)

ż 1

2

0

senhpxq cospπxq dx (d)

ż

1

0

1

px ` 1q2 arctanx dx

6. Considere a função F : R Ñ R definida por F pxq “
ż x

0

e´t2 dt. Mostre que

ż

1

0

F pxq dx “ F p1q ´ 1

2
` 1

2e
.
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Primitivação de funções racionais

7. Calcule uma primitiva de cada uma das funções racionais:

(a)
1

1 ´ x
(b)

1

px ´ 3q3 (c)
x ` 1

x2 ` 1

(d)
x

1 ` px ´ 1q2 (e)
2x ` 1

x2 ` 4
(f)

1

x2 ` 2x ` 2

(g)
x ` 1

px ` 2q3 (h)
x ` 1

a2 ` x2
(i)

1

x2 ` x ` 1

8. Calcule uma primitiva de cada uma das funções racionais, utlizando uma decomposição em fracções
simples:

(a)
1

x2 ` x
(b)

x ` 1

xpx ´ 1q2 (c)
x2 ` x ´ 4

xpx2 ` 4q

(d)
x2 ` 1

x2px ´ 1q (e)
x5

x2 ´ 1
(f)

x

px ` 1qpx ` 2q2

(g)
x3 ` 2x2 ` 2x

px ` 1q2 (h)
x4

x4 ´ 1
(i)

x3 ` 4x2 ´ 4x

x4 ´ 16

(j)
3x2 ` 2

xpx2 ` 2x ` 2q (k)
2x ´ 1

x3 ´ 3x2 ` 3x ´ 1
(l)

2x2 ` x ´ 5

px ` 1q2px ´ 3q

(m)
2x

px2 ´ 1qpx ` 1q (n)
x ` 2

p4 ´ x2qp1 ` x2q (o)
1 ` x2

x3 ´ 2x2 ` x

(p)
x2 ` 3x ´ 2

px ` 1q2px ´ 3q (q)
2x2 ` 4x ` 3

p1 ` xqpx2 ` 2x ` 2q (r)
3x2 ` 3x ` 1

x3 ` 2x2 ` 2x ` 1

9. Determine a primitiva G, da função

gpxq “ x ` 3

x4 ´ x2

definida no intervalo s1,`8r e que verifica a condição limxÑ`8 Gpxq “ 3.

Mudança de variável

10. Calcule o valor dos integrais seguintes, utilizando as substituições indicadas:

(a)

ż 3

4

1

4

1?
xp1 ` 4xq dx, t “

?
x (b)

ż

ln 2

0

ex

pex ´ 3q
?
1 ` ex

dx, t2 “ 1 ` ex

(c)

ż

?
e

1

lnx ` 1

x
a

1 ´ ln2 x
dx, t “ lnx (d)

ż

ln 3

ln 2

1

ex ´ e´x
dx, t “ ex

(e)

ż π

4

0

cosx

senx ` cosx
dx, t “ tanx (f)

ż π{3

π{6

8

tanxp1 ` sen2 xq dx, t “ senx
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11. Usando a substituição indicada num domı́nio apropriado, determine uma primitiva de cada uma

das seguintes funções:

(a)
5

2px ` 1qp?
x ` 2q , x “ t2 (b)

1

p2 ´ xq
?
1 ´ x

, 1 ´ x “ t2

(c)
1

x
?
1 ` 2x

, 1 ` 2x “ t2 (d)
1?

x ` 3
?
x
, x “ t6

(e)
1

x 4
?
1 ` x

, 1 ` x “ t4 (f)
ex{2

?
1 ´ ex

, t “
?
1 ´ ex

(g)
e2x

pe2x ´ 1qp1 ` exq , t “ ex (h)
1?

1 ` ex
, t2 “ 1 ` ex

(i)
1

xp4 ´ ln2pxqq
, t “ lnx (j)

1

x lnxp1 ´ lnxq , t “ lnx

(k)
1

sen2 x cosx
, t “ senx (l) secx, t “ senx,

(m) sec3 x, t “ senx, (n)
cosx

1 ` senx ´ cos2 x
, t “ senx,

(o)
senx

sen2pxq ` 3pcosx ´ 1q , t “ cosx (p)
senp2xq

cosxp1 ` cos2pxqq , t “ cosx

(q)
1

cosxp1 ´ senxq , t “ senpxq (r)
1

senxp1 ` cosxq , t “ cospxq

(s)
1

coshx
, t “ senhpxq (t)

1

2 ` tanx
, t “ tanx

(u)
a

1 ´ x2, x “ sen t (v)

?
1 ´ x2

x4
, x “ cos t, y “ tanx

(w)
1

x2
?
x2 ´ 1

, x “ sec t, (x)
1

a

xp1 ´ xq
, x “ sen2 t

(y)
1?

x2 ` 1
, x “ tan t, (z)

xpx ´ 1q?
x2 ´ 1

, x “ sec t.

12. Use as substituições indicadas para transformar a primitiva numa primitiva sem ráızes quadradas.
De seguida, para cada função, escolha a substituição que achar mais simples e calcule a primitiva.

(a)
a

1 ` x2 , x “ tan t (b)
a

1 ` x2 , x “ senh t

(c)
a

x2 ´ 1 , x “ sec t (d)
a

x2 ´ 1 , x “ cosh t

(e)
1

x
?
1 ´ x2

, x “ sen t (f)
1

x
?
1 ´ x2

, t2 “ 1 ´ x2

(g)
1

x
?
1 ` x2

, x “ tan t (h)
1

x
?
1 ` x2

, t2 “ 1 ` x2 (i)
1

x
?
1 ` x2

, x “ senh t

(j)
1

x
?
x2 ´ 1

, t2 “ x2 ´ 1 (k)
1

x
?
x2 ´ 1

, x “ sec t (l)
1

x
?
x2 ´ 1

, x “ cosh t

13. (a) Mostre que fazendo a substituição tanpx{2q “ t, x P s´π, πr, temos

cosx “ t2 ´ 1

t2 ` 1
, senx “ 2t

t2 ` 1
.

(b) Justifique que esta substituição transforma qualquer função racional de senx e cosx numa
função racional de t e aproveite para calcular uma primitiva das funções seguintes:

1

1 ` senx ` cosx
,

senx

1 ´ senx
.
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14. Seja f uma função injectiva e de classe C1 num intervalo ra, bs Ă Df , e seja f´1 a sua inversa.

Mostre que
ż b

a

fpxqdx “ bfpb ´ afpaq ´
ż f´1pbq

f´1paq
f´1pyqdy

Exerćıcios suplementares

15. Determine, utilizando métodos de primitivação adequados, uma primitiva de cada uma das seguintes
funções:

(a) x arcsen
1

x
(b) sen2pxq cos2pxq (c)

?
x arctan

?
x

(d)
1 ` ln2 x

x p1 ` lnxq , (e) x ln
1 ´ x

1 ` x
(f)

1

px ` 1qpx ` 2qpx ` 3q ,

(g)
lnplnxq
x lnx

(h)
1

x3
e1{x, (i) cospxq lnp1 ` sen2 xq

(j)
lnplnxq

x
(k) x arctan2 x, (l)

lnp1 ` xq?
1 ` x

(m)
senx

1 ` 3 cos2 x
(n) lnpcosxq tanpxq (o) parcsenxq2

16. Determine, utilizando métodos de primitivação adequados, uma primitiva de cada uma das seguintes
funções:

(a) ex´1p1 ` exq (b)
ex

e2x ` 2ex ` 1
(c)

1 ` x

1 ` x2

(d)
2x

x2 ´ 4x ` 3
(e)

1?
xp1 ` ?

xq (f)
lnx

p1 ` xq2

(g)
tanx

cos3pxq (h)
arctanx

x2
(i)

arctanx

1 ` x2

(j) x arctanp1 ` xq (k) lnp
a

1 ` x2q (l) x lnp
a

1 ` x2q

(m) arcsenp1{xq (n) ex lnp1 ` e2xq (o)
x ` 1

x5 ` 4x3


