Integral

Mudanca de variavel

. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes, usando mudangas de variavel ade-
quadas:

(a) hliw (b) arctan(z) cos(arctan? x) © M
iPe 1 o e
(d) e cos(e”) sen?(e”) () M (f) sen(1/x)/cos(1/x) + 1
sen?(z2) 2
(2) arctan v (h) sen(235)eSen2 x i) z cos(z?)

Va(l+z)

4
. Sabendo que L -2

sen(z?) In(sen(z2))

dz = In 3, calcule

4—zx
(©) f 20 g, (d) J0144dw

o 4—a?

(a) Llﬁsen(x )+ —— de (b) Jﬂ/zcosxdx

i 5
. Sabendo que f sen® zdz = 2& , calcule

0 16
T 2 6
(a) J senz + 16sen® z dx (b) M dz
0 0 N
(c) J2 cos® z dx (d) J2 sen® 2 da
_ 0

2

Interprete geometricamente as alineas (c) e (d).

4 2
e 2
. Mostre que: J —dx = 2[ eV dy.
1 VT 1

. Sendo

flx) = Jx %e(ﬁ“)/t dt

1
mostre que f(1/xz) = —f(x).
. Seja f: ]0,+o0[ — R uma fungdo continua e seja

1/x?
F(z) = L/ - fltz)dt

Justifique que F' é diferencidvel em ]0, +o0[, e mostre que
1 1 1
Pio) = (sFio)+ 1 (5)
(@) =~ (aF@) 4 115
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. Mostre que, para qualquer z > 0

S | o
[(lpa- [ la

3% cost

. Considere a funcao f(x) = J 4 dt.

x
(a) Determine o seu dominio e mostre que f é par.

(b) Mostre que f é diferencidvel e calcule a sua derivada.
(¢)* Mostre que existe a > 0 tal que f é monétona e limitada em ]0,a[. Que pode concluir da
existéncia de lirr%J f(z)?
Tr—>

. Sejam f,g: R — R duas fungoes integraveis em qualquer intervalo limitado e considere as seguintes

relagoes (R):

(R)  f(de= 2f FH)dt VzeR, L g(t)dt =0 VzeR

(a) Mostre que se f é par e g é fmpar entdo f e g satisfazem as relagoes (R).

(b) Mostre que se f e g sdo continuas e satisfazem as relagoes (R) entdo f é par e g é fmpar.

(c) Fornega exemplos de fungoes f e g que verifiquem as relagoes (R) e que nao sejam par nem
impar respectivamente.

Integrais improprios

Quais dos seguintes integrais sao impréprios? Porqué?

2 1 +00
1 1 sen x
d b d Senr_y
)£2x—3 * ()sz—s o (C)JO 1+ 210"

Decida se os seguintes integrais improprios sao convergentes, e calcule-os em caso afirmativo:

% dx tdx > dx
@) o, v =

12 dz I ) 40 dz
(d) , {’/ﬁ (e) L sec” v dx () L m

(2) JNC ve " d (h) jﬂn cosx dx (i) f_l L dz

0 0 @3
) JJFOO 1 dz ) J*OO 2z dz 0 +O eV d
— — —dzx
Vo Tveve L @12 ), VI
Decida para que valores de a € R os seguintes integrais improprios sao convergentes e calcule-os.

W [ o [T © [ o

0 x® .z o rlnx

Somas de Darboux

Calcule a soma de Darboux inferior da fungdo f(x) = senmx no intervalo [O, %] com a partigao

P=10,5.1 33}
A tabela seguinte mostra os resultados de medigoes da velocidade v(t) dum carro a travar:

t 0|3 |6]8]9
v(t) | 100 | 96 | 83 | 70 | 62

Sabendo que a distancia é dada pelo integral da velocidade, use somas de Darboux para estimar
a distancia d percorrida de t = 0 até t = 10.
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A ponte suspensa na figura tem duas torres distando 1000 metros uma da outra, entre as quais
estao suspensos dois cabos grossos paralelos. Destes cabos saem, de 20 em 20 metros, cabos mais
finos que seguram o tabuleiro da ponte. Assumindo que a distancia vertical dos cabos grossos &
ponte é dada pela funcio h(x) = x2/2000, interprete a soma total S dos comprimentos dos cabos
finos como somas de Darboux de h e use integrais para mostrar que

483 /30 < S < (50° — 8)/30

1S

Calcule os seguintes limites. Comece por identificar a soma com uma soma de Darboux associada
a uma particao de [0,1] em n intervalos iguais.

i 2V t 2% —n n n LA
(a) lim — (b)) lim (¢) lim ——  (d) lim
n—to & p3 n—+o0 & n? n—+o 12 + n2 n—+o0 & n + i

Escreva as somas de Darboux inferlores e superiores das segulntes fungoes f no 1ntervalo I 1nd1cad0,
correspondentes a uma particao do intervalo em n intervalos iguais.

(a) f(x) =2, I=10,1] (b) f(z) =cosz, I=1[0,1]
(C) f(l‘) = 1/‘% I = [132] (d) f(:]'}) = $2, I= [072]
Considere a funcao f: [0,2] > R tal que f(z) =1 paraxz <1, f(1)=2e f(z) =3 para z > 1.
(a) Mostre, recorrendo & defini¢do, que para qualquer parti¢ao P do intervalo [0,2] as somas de

Darboux inferior e superior verificam Sp <4 < Sp.
(b) Recorrendo directamente & defini¢do, mostre que a funcao f é integravel em [0,2] e que

So x)dz = 4.

Seja f: R — R uma fungao decrescente. Mostre que para todo o n > 0 se tem:

n n—1
i) < j fe)ar < 33 1)

Seja f: R — R uma fungao crescente. Mostre que para todo o n > 0 se tem:

| " e < :Zlf(i) <[ s

Mostre que, se f é constante igual a ¢, entdo as somas de Darboux de f no intervalo [a,b] séo

Spf =Spf = c(b— a) para qualquer particio P.

Seja f: R — R dada por
r sexeQ
fz) =
0 sex¢Q
(a) Mostre que as somas superiores de Darboux de f coincidem com as somas superiores da
funcao g(z) = x.
(b) Mostre que o integral superior de f em [0,1] é igual a 3.
(c) Justifique que f néo ¢é integrével em [0, 1].
Dadas fungdes limitadas f,g: [a,b] — R tais que f(z) < g(x) para todo o z € [a,b], mostre que
para qualquer particdo P do intervalo [a,b] temos Spf < Spge Spf < Spyg.
Dada uma funcdo limitada f: [a,b] — R, mostre que para qualquer parti¢do P do intervalo [a, b]
temos Sp(—f) = —SpfeSp(—f)=—-Spf.
Dada uma fun¢ao limitada f: [a,b] > R e uma constante ¢ > 0 mostre que para qualquer partigao
P do intervalo [a, b] temos Sp(cf) =cSpf e Sp(ef) =cSpf.
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Verifique que as somas de Darboux inferiores e superiores da fungéo f(z) = z associadas & parti¢ao
do intervalo [1, 3] em n intervalos iguais sdo respectivamente

S,=4-2/n e S,=4+2/n
e portanto lim S, = lim S,, = Si’ xdzx.

Seja F': [a,b] — R uma fungao diferencidvel com derivada F’ integrdavel & Riemann em [a, b].
(a) Dada uma particdo P = {zo,...,z,} de [a,b] mostre que

F(b) — F(a) = Y. (F(x;) — F(zi-1))
i=1
(b) Mostre que para cada 4 existe um ponto ¢; € |z;—1, ;[ tal que
F(b) — F(a) = Y. F'(c;) (i — wi-1)
i=1

(¢) Mostre que

b
J F'(z)dz = F(b) — F(a)

a
Seja f:[0,1] — R a funcao tal que para qualquer n € N temos f(1/n) = 1 e f(z) = 0 nos
outros pontos. Mostre que f é integravel & Riemann em [0, 1] apesar de ter um nimero infinito
de descontinuidades.

Aplicacoes do integral

1
Interprete o integral J cosx — 2° + 1dx como a drea duma regido R do plano e esboce R.
-1

Calcule as areas das regides do plano limitadas pelas curvas:

(@) y=z+1 e y=2a>—x—2 M y=9-22 ¢ y=a2a?
(©y=4-2> e y=|z[-2 @y=ve e y=a?

y=vr e y=+a (f)y =a? — (72/4) e y=cosx
(g)y=¢e", y=1l-2 e =1 (hyy=e®, y=e" e x=2
i)y’ =4(1—x), y*=2(2-2) () y=2% y=|z

(k) |z| =7/2, y=cosz e y=senx ) a?y=1, y=-27x e x=-8y

Calcule as areas das seguintes regioes do plano:

(a) {(z,y)eR?:y<a2?, y<zrey>= %zQ}

(z,y)eR?:y>le, y<azey=a?}
( x>0, y=w, y=a®, y<dz}
(d) {(z,y)eR?:y <2, y<uz, y=z}
Escreva, justificando cuidadosamente, um integral que permita calcular a area da seguinte regido,
e calcule esse integral:
2, 1
{(l‘,y)ER 1<z <e, O<y<m}

Calcule, integrando na varidvel y, as areas das regioes do plano limitadas pelas curvas:

(a)y=0, y=Inz, z=a(a>1) (b) y =0, y=arcsenz, Yy = arccosx

(@)y=In(l+z), y=—In(l+z), z=e—1 (d) y=arctanz, =1, y=0

() y=m/4, y= T2’ y=arctanx
Considere a regido do plano R; definida pelas condicbes 22 + y?> < 4 e y > v/322. Escreva R,
como a uniao dum sector circular com outra regiao Rs e use essa divisao para calcular a area de

Ry.
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Calcule a area limitada pela elipse de equacao ixQ + 12 = 1. Para tal relacione o integral com um
integral que calcula a area do disco de raio 2 centrado na origem.

Uma chapa metélica fina foi cortada na forma da regiao
2. .2, .2
R={(z,9)eR’ :2? +y° <1, 2> 3}

Calcule a massa da chapa sabendo que a densidade é constante em linhas verticais, dada por p = x
(em g/cm?). Sugestdo: divida a regido em faixas verticais.

Sabendo que comecga a chover em t = 0 e que a quantidade de chuva a cair, passadas t horas, é
dada pela expressao (t+6)/6 centimetros por hora, calcule a quantidade de chuva (em centimetros)
que cai nas primeiras 12 horas.

Calcule o volume do cone com base no circulo de raio 1 e altura 2.

Calcule o volume da pirdmide quadrangular com base no quadrado com vértices (£1, +1) e altura
1.

Mostre que o volume do sélido obtido fazendo um buraco cilindrico de raio r; pelo centro duma
esfera de raio ro > r1 depende apenas da altura h do sélido e calcule esse volume.

Assumindo que a taxa de evaporagdo da dgua num recipiente é proporcional a area da superficie
da agua mostre que o nivel de dgua diminui a um ritmo constante, independentemente da forma
do recipiente.



