1. NOGOES BASICAS SOBRE R¥

Comecamos por definir convergéncia de sucessdes em RF. A convergéncia é
definida a custa da nogao de distancia entre pontos. Podemos entao definir con-
tinuidade de fungoes.

1.1. Convergéncia em R*. Recordemos primeiro alguns resultados de dlgebra
linear. A norma dum vector ¥ = (vy,...,v;) em R¥ é o seu comprimento:

10| = \/v? 4 ...+ 02

(comparar com o teorema de Pitdgoras). Num tridngulo rectdngulo, o comprimento
dos catetos é mais pequeno que a hipotenusa. Se x,y forem os catetos, =,y <
V2 4+ y2. Este resultado é valido também em R¥:

Teorema. Seja v = (v1,...,vx) um vector em R¥. Entdo para qualquer i

lvi < |7

Demonstragdo. Claramente vy < v¥ +...+v?+...+vi. Tirando a raiz quadrada,

loil < \fvi4... 402 = O

Dados dois pontos P,Q em RF, o vector com inicio em P e extremidade em Q é
3 Y : ) N —
o vector Q — P. A distancia d entre P e @ ¢é igual a norma do vector ) — P:

d=1Q —P|l =+ (g1 —p1)2 + (g2 — p2)2 + ... + (qx — p1)?

em que (p1,...,pk) € (¢1,.-.,qk) s@o as coordenadas de P e @) respectivamente.

—_
Entao, |¢; — pi| < ||Q — P|| para qualquer 3.
Ezemplo. A distancia entre os pontos P = (1,1,0) e Q = (1,0, 1) em R? é dada por

IQ —Pll= V1 -12+(0-1)2+(1-02=v2

A nocao de sucessio em R* é completamente andloga & nocio de sucessio em R.
Uma sucessao em R é uma lista de pontos Py, P, Ps, ..., P,,... indexada pelos
nimeros naturais. Denotamos uma sucessao por (P,).

Um resultado de andlise I que usaremos vérias vezes é o teorema dos limites
enquadrados, pelo que o recordamos aqui:

Teorema (Limites enquadrados). Sejam ,, Yn, 2, sucessoes em R tais que
Tn < Yn < Zn

Entao, se limx,, =lim z, = a, o limite limy,, existe e € igual a a.

Defini¢ao: Uma sucessdo de pontos (P,) em R* converge para um ponto P € RF
se e 86 se a distancia || P, — P|| convergir para 0.

Na pratica é mais conveniente usar o seguinte resultado:

Teorema. Uma sucessio (P,) com coordenadas P, = (T1n,Ton, .-, Tkn) CON-
verge para um ponto P = (a1,as,...,a) se e s6 se, para cada i = 1,...,k, a
sucessao coordenada (T )n convergir para a;.
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Demonstragao. Se para cada i, lim x;, = a;, entdao
n—oo

nh—>Holo 1P, — P| = nh_)n;o \/(xln —a1)?+ ...+ (Tkn —an)?> =0
logo P, — P. Na outra direcgao, se P, — P, como |z;, — a;| < ||P, — P||
0< nILH;O |Tin, — ai] < nlLH;O 1P, —P||=0
Logo, xi, — a; (limites enquadrados). O

Ezemplo. Seja (P,) a sucessao com termo geral

P, = (nL—i—l ,e ", arctgn)

Examinando as sucessoes coordenadas temos que

n 1
T1p = —1=a
tn n—+1 !

Top =€ " — 0=as

™
T3, = arctgn — 5 = as
Assim, P, — P = (1,0,%).

Ezemplo. Seja (P,) a sucessao com termo geral

P (nsen (-1

n

Examinando as sucessoes coordenadas temos que

T, =nsen— — 1 =a,
n

Zan = (—1)" nao converge

Assim, como uma das sucessdes coordenadas nao converge, P, ndo converge.

Agora vemos facilmente que os resultados sobre limites de sucesstes em R e
operacoes algébricas sao tambem vélidos em RF:
e Dadas sucessoes P, — P, Q,, — Q em R*, a soma P, + Q,,, é convergente
com limite P + Q.
e Se )\, é uma sucessao em R convergindo para A, entao A\, P, é convergente
com limite AP.

1.2. Sucessoes limitadas.

Defini¢ao: Uma sucessao (P,) diz-se limitada sse a sucessao || P,|| for limitada.

Se uma sucessao limitada P, tiver coordenadas P,, = (Z1p, - . ., Tkn ) €ntao |z, | <
| P.|| logo as sucessdes coordenadas (z;y, ), também sao limitadas.
Em R sucessoes limitadas tém subsucessoes convergentes. Tal é também verdade
k
em R":

‘ Teorema. Uma sucessao P, limitada tem uma subsucessao convergente. ‘




Demonstragao. Por simplicidade de notagdo provemos o caso k = 2. O caso geral
nao apresenta dificuldades adicionais.

Seja P, = (zp, yn) uma sucessao limitada. Como |zy| < ||(zn, yn )|, & sucessdo x, é

limitada logo tem uma subsucessao convergente x,, — x. Como a subsucessao de

yn, correspondente, y,, , € limitada, tem uma subsubsucessao convergente y,, — y.
) J

Entao a subsubsucessao (xnkj , ynkj) converge para (z,y). O

Ezemplo. Consideremos a seguinte sucessao (Z,,yn):

(%;0)7 (%al)v (%72% (%7O)a (ial)v (%a2)v (%7O)a (%al)v (

As sucessoes das coordenadas sao
_1 3 1 4 1 5 1 6
xn_ﬁa 2% 39 39 4> 40 F» Fo v
Yy =0, 1, 2,0, 1, 2, 0, 1, ...

ol
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=
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Primeiro escolhemos uma subsucessao convergente de {x, }, por exemplo

1 1 1 1 1 1
1 = ,x3=§,a?5=z,x7=5,339:5,3311:7,3313=§,...

N[—=

Agora olhamos para a subcessao de ¥y, correspondente:
n1=0,y3=2,y5=1yr =0, 99=2, yn =1 3113=0,...
e escolhemos uma subsubsucessao convergente. Podemos tomar, por exemplo,
y1=0,y7; =0, y13 =0,.... Entao a subsubsucessao
(z1,91) = (3,0), (27.97) = (3.0), (213,513) = (5,0), ...

converge para (0,0).

2. FUNCOES

Tal como funcgoes f : R — R, uma fungao entre conjuntos f : A — B pode ser
vista como uma regra que a cada elemento de A faz corresponder um elemento de
B.

Ezemplo. A funcao f(z,y,z) =y faz corresponder a cada ponto (z,y, z) no espago
a sua coordenada y.

Ezemplo. A funcdo f(x,y) = /22 + y? faz corresponder a cada ponto (z,y) no
plano a sua distancia a origem.

Ezxemplo. A temperatura num certo dia depende da latitude =, da longitude y e
do instante ¢ em que a temperatura é tomada. E portanto dada por uma funcao
T(z,y,t).

Ezemplo. Seja ¥ € R™ um vector. Consideremos a funcao r : R — R dada por
r(t) = tU. A imagem de -y é uma recta que passa pela origem, na direc¢do do vector

—

.

Dar uma funcio f: A — R* é dar k funcdes coordenadas fi,..., fr: A — R:
f(P)=(f1(P), f2(P), ..., fu(P))
Ezemplo. Se ¥ = (v1,...,v,) e 7(t) = tU, as fungdes coordenadas de r sao r;(t) =

t’Uz' .
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Ezemplo. Seja f : R? — R? a funcdo f(r,0) = (rcosf,rsinf). As funcdes co-
ordenadas de f sdo fi(r,0) = rcosf e fo(r,0) = rsinf. A funcao f(r,0) =
(rcosf,rsinf) dd-nos o vector no plano cujo comprimento é r e cujo dngulo com
o eixo dos zx é 6. A esta descricdo de vectores em termos de distancia & origem e
angulo com o eixo dos xx chamamos coordenadas polares.

Ezemplo. Seja ¥ : R? — R? a funcio #(z,y) = (—y,z) com funcdes coordenadas
h(z,y) = —y, U2(x,y) = z. A funcio ¥ representa um campo vectorial no plano.
Este exemplo pode ser visto como descrevendo a velocidade dum liquido em rotacao.

Exemplo. A trajectéria duma particula movendo-se no espaco é dada por uma
fungdo v : R — R3. ~(t) = (x(t),y(t),2(t)) indica a posicio da particula no
instante t.

2.1. Dominio. Tal como em R, o dominio duma funcao f(z1,...,xx) de k varidveis
é o subconjunto de R¥ em que f estd definida.
Recordamos aqui os dominios das fung¢oes mais importantes:

° estéd definida para w # 0
w

Vw esté definida para w > 0

log(w) esté definida para w > 0

tan(w) estd definida para w # § +nm, n € Z
cotan(w) esta definida para w # nw, n € Z
Arcsen(w) estd definida para —1 <w <1
Arccos(w) estd definida para —1 <w <1
2/w estd definida para w > 0

Para a € R\ Q, w* estd definida para w > 0

Ezemplo. Seja f(x,y) = /r +y. O dominio de f é o subconjunto de R? em que
w =z +y > 0, ou seja, o conjunto {y > —zx}. Este é o semi-plano por cima do
grafico de y = —x.

Ezemplo. Seja f : R* — R? a funcao f(z,y) = (/£ — 1, log(y +4)). O dominio
de f é portanto o conjunto dos pontos de R? tais que

x#Oe%—lZOey+4>0

(todas as condigbes tém que ser satisfeitas para a funcdo estar bem definida). A
condigao £ > 1 requer algum cuidado:

- Se x > 0 entao
- Se x < 0 entao

>ley>e
>ley<zx

8 ey e

Portanto obtemos as condigoes

(a:;éOex>Oey2mey>—4)
ou

(x;éOe;v<0ey§xey>—4)



x=0
y=x

y=-

2.2. Continuidade. A defini¢do de continuidade é a mesma que para fungoes f :
R — R usando sucessoes:

Defini¢do: Uma funcio f: A C R™ — R* é continua num ponto P € A sse para
qualquer sucessao P, — P em A, se tiver f(P,) — f(P).

Ezemplo. A funcao constante f(x,y, z) = 5 é claramente continua: se (,, yn, 2n) —
(J?, y7 Z) entao f(‘rfh y’n) Zn) - f(l', y’ Z)

Exemplo. f(z,y) = x é uma fungao de 2 varidveis que em cada ponto de R? nos d4 a
coordenada x desse ponto. Esta funcdo é claramente continua: se (., yn) — (z,9)
entdo f(zn,yn) =z, — = = f(z,y). De igual modo, a fungao g(z,y) = y também
é continua.

Para ver que uma funcao f é continua basta mostrar que cada uma das suas
fungoes coordenadas f; é continua: de facto dada uma sucessdo P, — P em A,

f(Bn) = (fi(Pa), -, fe(Pn))
pelo que f(P,) — f(P) sse cada f;(P,) convergir para f;(P). Resumindo:

Teorema. Uma funcio f: A C R™ — RF ¢ continua sse cada wma das funcées
coordenadas f; : A C R™ — R for continua.

Portanto para estudar continuidade basta-nos estudar as fungoes coordenadas
fi

Um exemplo importante de fungoes sao os caminhos:
Defini¢ao: Um caminho é uma funcdo continua v : [a, b] — R™.

Se y(t) = (x1(t),...,zm(t)), ¥(t) é continua sse as fungdes coordenadas x;(t)
forem continuas.

Ezemplo. Seja ~y(t) = (cost,sent). Como cost,sent sdo continuas, v é continua.

Outro resultado bastante 1til é o seguinte:

Teorema.
(1) Somas, diferencas e produtos de fungoes continuas sao continuas. Quo-
cientes sao continuos nos pontos em que estdo definidos.
(2) Polindmios sao continuos.




Demonstragao.
(1) Dadas duas fungoes continuas f, g e uma sucessao P, — P, entao f(P,) —
f(P) e g(P,) — g(P). Logo
f(Pn) +9(Pn) — f(P)+g(P)
f(Pn) = g(Pn) — f(P) —g(P)
f(Pr) g(Pn) — f(P) g(P)

Portanto f+g, f —g e fg sao continuas. Se P, e P pertencerem ao dominio
de f/g, entdo também se tem

f(Pn) f(P)

_ =7

9(Pn) g(P)

Logo f/g é continua.
(2) Um polinémio é formado por somas e produtos de fungdes continuas (as
projeccoes nas coordenadas e as constantes) logo é continuo. O

Ezxemplo. As funcdes f(z,vy,2) = 323y + zyz + 422, g(x,y,2) = 7o — 4y + 227 sdo
exemplos de polinémios em 3 varidveis. Um polindémio é uma fungéo obtida a partir
das coordenadas x1, ...,z e das constantes por somas e produtos. Assim,

fleyz)=3 22z yt+tz-y 2+4-2-2
gz, y,2)=m-xc—4-y+x-z-2-2-2-2-2-2
Concluimos pelo resultado anterior que os polinémios sao funcoes continuas.
Dadas duas funcoes f: A — B e g: B — C, podemos formar a composigao

gof: A ! B J C

x| f(z)! g(f(z))
Teorema. Sejam f : A — B, g: B — C fungdes continuas. Entdo a com-
posi¢do go f: A — C € continua.

Demonstracdo. Dada uma sucessao P, em A convergindo para P, queremos mostrar

que g(f(Pn)) — g(f(P)).
Como f é continua, f(P,) — f(P). f(P,) é entdo uma sucessao em B e como
g é continua, g( f(Pn)) — g( f(P)). Logo go f é continua. O

s 3
Ezemplo. Seja f(x,y) = i}% O dominio de f 6 R?—{0} (porqué?). Mostremos
que f é continua no seu dominio:
- 25 + 48, 23y sdo polinémios logo sdo continuos.
- sin(z3y) é a composicao
5 2%y sin(-)
R* — R —>R
de fungobes continuas logo é continua.
- /2% + 98 é a composicao
6,8 s
R? 2, R YL R

de fungobes continuas logo é continua.
- f é o quociente de fungoes continuas logo é continua no seu dominio.



3. LIMITES

Vamos agora estudar a nocao de limite em R*. Seja f : D ¢ R¥ — R™ uma
funcio de dominio D e seja Py € R¥ um ponto. Queremos estudar o limite de f(P)
quando P — Py.

Definigao: Dizemos que f converge para @@ € R™ quando P — Py, e escrevemos
li P) =
Am f(P)=@

sse para qualquer sucessdo {P,} de pontos em D convergindo para Py se tiver

3.1. Aderéncia. E perfeitamente possivel que nao exista nenhuma sucessao (Pp,)
em D convergindo para Py. Claramente esta situacao nao tem interesse. Introduz-
imos por isso a nogao de aderéncia dum conjunto D:

Definicao: Dizemos que um ponto P, é aderente a um conjunto D sse existir uma
sucessao de pontos em D convergindo para Py. Chamamos aderéncia de D ao

conjunto de todos os pontos aderentes a D. Representamos a aderéncia de D por
D.

Ezemplo. Seja D = {(x,y) € R? : 22 + y? > 1}. Mostremos que a origem Py =
(0,0)néo é aderente a D. Seja P,, = (Tn, yn) uma sucessao de pontos em D. Entao
|P, —0| = \/(xn —0)2+ (y, — 0)2. Mas como P, € D, ||P, —0|| > 1 logo P,, nao
pode convergir para 0.

Ezemplo. Seja D = {(z,y) € R? : x > 0}. Entdo Py = (0,0) ¢ D. Mostremos que
Py é aderente a D. Seja P, = (%, 0). Entao P, € D e P, — Py logo Py ¢é aderente
aD.

3.2. Prolongamento por continuidade. Se Py € D e f é continua em P,
f(P,) — f(Py) para qualquer sucessao P, — Py logo PliH}l) f(P) = f(P). Tem
— 10

mais interesse a situagao em que Py ¢ D.

Ezemplo. A fungao f(z,y) = 822 —Cos(xy—|—7rem2+yz) tem como dominio o conjunto
D={(r,y) €R?: 2#0}

O ponto (0,0) estd na aderéncia de D. Calculemos o limite

lim z,
(z,y)—(0,0) f@:9)

A funcdo cos(zy + me® T¥") é continua logo

2 2
lim  cos(zy + we® ¥ ) = cos(0 + me®) = —1
(z,9)—(0,0) (zy ) ( )

Dada uma sucessao (z,,yn) — (0,0),

sin x,,

lim =1
n—oo  XTp

sinx

Logo = 1. Portanto  lim  f(z,y)=1-(-1) =2.

lim
(z,9)—(0,0) T (z,y)—(0,0)



No exemplo anterior podemos estender o dominio de f ao ponto (0,0) definindo

. 2, 2
su;ac_cos Ty + me* +y SG(E#O
9 se (z,y) = (0,0)

A fungdo resultante é continua em (0,0) porque sempre que (x,,yn) — (0,0),
f(@n,yn) — 2= f(0,0). A este procedimento chamamos prolongamento por con-
tinuidade de f ao ponto (0,0):

Definigdo: Seja f : D ¢ R¥ — R™ uma funcdo continua, Py € D\ D. Dizemos
que uma fungao f: DU{Py} — R™ é o prolongamento por continuidade de f a P,
sse f for continua e f(P) = f(P) sempre que P € D.

Na prética, para calcular limites usa-se muitas vezes limites enquadrados:

Ezemplo. Seja f(x,y) = ZL”Z); O dominio de f é D = R? — {0}. Mostremos
re4y“)2
que (z2+y
li P)=
Ay I =0
Primeiro observamos que (22 + y2)% = |(z,y)|® = ||P||3. Logo f(z,y) = ﬁ

A

Como [z < [[P]| e [yl < [|P], entdo [a®y| = |¢ly] < | P|?|P] = | P||*. Assim,

2y | eyl _ ||P]?
R EEREE

0<

=[P

Tomando o limite quando P — 0, e usando limites enquadrados,

3

. Ty
0< lim |—=
P—o || P?

< lim ||[P|| =0
P—0

Logo, lim f(z,y) = 0. Portanto f pode ser prolongada ao ponto (0,0) ficando
definida em R2.

3.3. Limites ao longo de caminhos. Vamos agora estudar um método simples
e eficaz de mostrar que uma funcio nio tem limite num ponto Py € D — D.

Seja v : [to,t1] — D uma funcdo continua (um caminho) tal que y(ty) = Py
e y(t) € D para t # tg. Se f tiver limite em Py, podemos prolongar f por con-

tinuidade a Py e

i 72(6) = £ (Jim ~(0) ) = 1(3(00)) = 1)

t—to

ou seja, o limite nao depende da escolha do caminho . Escrito doutra maneira,

Teorema. Se houver 2 caminhos 71,72 tais que
Jim f(y(8)) # Jim f(72(2))
t—to t—to

entdo f nao tem limite em Py.




Podemos resumir o método no seguinte diagrama:s:

Calcula-se

O limite

) O limite\ Sim Nio | Nao podemos
thi?o f(v(@)) existe? depende de v 7 concluir nada
Nao Sim
O limite i P
imite lim, f(P)
nao existe
Ezemplo. Seja f(x,y) = % Mostremos que o limite ( l)im(0 O)f(x,y) nao
¥ z,y)—(0,

existe. Consideramos os caminhos v,,(z) = (z,mx) ao longo das rectas y = mz de

declive m. Entao
2
m m
lm x,mx) = lim =
i f( )= e—0 x2 +m2x? 14+ m?

Este limite depende do caminho ,, (depende de m) logo o limite ( l)im(0 0 flz,y)
z,y)—(0,

nao existe.

3.4. Limites num ponto Pj # 0. Vamos supor que queremos calcular um limite
num ponto Py. E muitas vezes mais fdcil fazer primeiro a mudancga de variavel

AP=P- P P=PF,+AP
Entao
A, I = Jjm S0 AF)
Ficamos portanto com um limite no ponto zero.
Ezxemplo. Seja
(x —2)*(y +3)?
(z -2+ (y+3)

Entdo o dominio de f é R? — {(2,-3)}. Calculemos o limite ( )1i1r(12 5 f(z,y).
x,Yy)— It

Fazemos a mudanga de variavel

Ar=z-2 Ay=y+3
Entao
lim x, lim 2+ Az, -3+ A
(w,y)—(2,-3) fey) = (Az,Ay)—(0,0) A )

Fazendo a substituigao,

Az Ay? Az3Ay?
24+ Az, -3+ A =
f@+ A2, =3+ 89) = s T AR = ar Ay)l?

Entao |Az|, |Ay| < |[(Az, Ay)|| logo
A3 Ay?
= |1z 2y

[(Az, Ay)|]®

= @z A = 1420l

Portanto

lim 24+ Ax, -3+ Ay)=0
(Az,Ay)—(0,0) ut v)



