INTEGRAL

Nocgao de Integral. Integral é o andlogo para fungoes da nocgao de soma. Dados

n
n NUmMeros i, rs,...,T,, podemos tomar a sua soma r1 + o + ...+ T, = E x;.
=1

O integral de z = a até z = b duma funcao continua f é uma maneira de somar
todos os valores f(x) que f toma. Para perceber o que isto significa, comecemos
por analizar alguns exemplos em que se usa o integral:

(1)

T

Queremos calcular o valor médio da temperatura ao longo do dia. O valor
médio de n nimeros aq,...,a, ¢ calculado através de

n
D a
i=1

Se o valor da temperatura ao longo do dia é dado por uma funcao T'(¢) (¢
em horas), podemos aproximar o valor médio 7' medindo a temperatura de
hora a hora, somando e dividindo por 24:
T~ T +T(2)+...+T(24)
24
Uma aproximacao melhor é medir a temperatura todos os minutos e dividir
pelo nimero de minutos num dia:

T(h)+T(&)+...+T(24) T(g)At+T(Z)At+...+T(24)At

a =

S|

~ —
~ =

24/ At 24

em que At = 1 minuto = % horas ¢é o intervalo entre medicoes da temper-
atura. Uma aproximacao melhor seria considerar a temperatura todos os
segundos. Obteriamos entao

1
Tro Z T(t;)At

em que At = 1 segundo e t; = 1 segundo, to = 2 segundos, t3 = 3 segundos,
tso = 1 minuto e assim sucessivamente. Mas mesmo isto é apenas uma
aproximagao. O valor médio exacto é apenas obtido quando somamos to-
dos os valores da temperatura. O intervalo At tende entao para zero.
Escrevemos entao dt em vez de At e pensamos nele como um intervalo de
tempo infinitesimal.
Chamamos integral de T" a este limite da soma Y, T'(¢;) At e representamo-
lo por fﬁio T(t)dt. O valor médio é entao
~ 1 24
T=— T(t)dt
24 /g
De maneira andloga vemos que o valor médio duma funcao f entre z =a e
r = b é dado por
_ 1 b
= b—a
Historicamente a nocao de integral apareceu primeiro para resolver o prob-
lema do célculo de dreas. Seja f(z) uma fungdo positiva (f(x) > 0). Seja
1

f(z)dz

r=a



R a regido do plano entre x = a e = b por baixo do grafico de f e por
cima do eixo dos xz, ou seja,

R={(z,y) €eR* : a<z<b,0<y< f(x)}

Para calcular a drea de R dividimos R em faixas verticais de largura Ax e
aproximamos a area de cada faixa pela drea dum rectangulo de largura Ax
e altura f(x;):

a AX b

Entao

Area(R) ~ Z fz)Ax

Para obtermos o valor exacto da &rea é necessario dividir a regiao R num
nimero infinito de faixas verticais de largura infinitesimal dz, uma faixa
para cada valor de = entre a e b

/\qf

dx

a b

Este limite é precisamente o integral de f:

b
Area(R) = /: f(z) dx

Vamos entao estudar algumas propriedades do integral, tendo como guia estes ex-
emplos. O caso mais simples é aquele em que a fungao é constante. Em cada um
dos exemplos acima teremos

e Se a temperatura T'(t) é constante igual a Ty, entdo o seu valor médio é
24

essa constante: T = Ty = i o To dt. Ou seja, f024 To dt = 24Ty.
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e Se a fungdo f(x) é constante igual a C, a regido R por baixo do gréfico de
f é um rectangulo de altura C' e base b — a:

f(x)=C

X=a X=b
Portanto

b
Area(R) = / Cdr=C(b—a)
Portanto deveremos ter

Propriedade I: Seja f(z) = C uma fungao constante. Entao
b
/ flx)dz =C(b—a)

Este resultado é andlogo ao facto de uma soma de termos constantes a+a+...+a
ser igual a a vezes o nimero de termos.
Agora observemos o seguinte:
e Se durante um dia, a temperatura T} (t) for sempre inferior & temperatura
T5(t) & mesma hora noutro dia, entdo a temperatura média nesse dia é
tambem inferior. Ou seja,
1 [ ~ ~ 1 [
— Ti()dt=T, <Ty = — To(t) dt
21/, 1(t) 1< T3 24/0 2(t)
e Se 0 < g(x) < f(x) para todo o z € [a,b], entdo a regido R; por baixo do
grafico de g estd contida na regidao Rs por baixo do grafico de f:

Propriedade 11
/—m/

— 9

X=a x=b
Logo

b ) ) b
/ g(z) dx = Area(R;) < Area(Rp) = / f(x)dx



Estes exemplos levam-nos a pedir que

Propriedade II: Se f(z) < g(x) para todo o x € [a,b] entdo

/abf(x) dr < /jg(x) da

O mesmo resultado é valido para somas: se para todo o i, a; < b; entao a; + as +
..—|—an Sb1+b2++bn

Uma consequéncia imediata das propriedades I e IT é a seguinte: se m < f(z) < M
entao f;mdaﬁ < f; flx)dx < f: M dz logo

b
(1) m(b—a) < / fla)dr < M(b— a)

Dividindo por b — a podemos interpretar estas desigualdades em termos do valor
médio de f:
m< f<M

O préximo resultado diz-nos que o valor médio é atingido:

Teorema (Teorema do valor médio). Seja f uma fungdo continua. Entdo existe
um c € [a,b] tal que f = f(c). De uma forma equivalente,

/f F()b - a)

Demonstragao. Como f é continua, atinge os seus valores minimo e mdximo m =
f(xm) e M = f(xan). Entdo f(z,) < f < f(xm) logo, pelo teorema do valor
intermédio, existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = f. O

Finalmente temos a terceira propriedade do integral que nos diz o que acontece se
dividirmos o intervalo [a, b] em dois intervalos [a, c] e [c, b]:

Propriedade 111
L ] b
R1 )
X=a X=C x=b

A linha x = ¢ divide a regido R por baixo do grafico de f em duas regioves R1 e Ro
e temos que
Area(R) = Area(R;) + Area(R3)

Logo



Propriedade III: Sejam a < ¢ < b. Entao
c b b
[ @+ [ fade= [ @

Integral como area. Vimos que, para uma funcao f positiva, o integral de f é
a area da regiao R por baixo do gréafico de f. Vamos nesta secgao descobrir uma
interpretagao em termos de areas do integral duma funcao f néo necessariamente
positiva. Comegamos com o caso duma fungao f(x) < 0 sempre negativa. Seja
g(x) = —f(z). Entdo intuitivamente o valor médio de g é o simétrico do valor
médio de f: g = —f. Logo

b B b .,
[ @)de=Fb-a) = ~g(6 - @) = - [ g(a)do = ~Area(r,)

em que R, ¢é a regidao por baixo do grafico de g. Seja Ry a regiao por cima do
grafico de f:

Entao Area(R,) = Area(Ry)

g=-f
Ry
a b
Ry
.

Logo

b
/ flx)de = —Area(Rf)

Consideremos agora uma funcao f cujo gréfico é dado pela figura seguinte:



R:

R,

Entao

/ab f(z)de = / f(x)d + /cb f(x) do = Area(Ry) — Area(Rs)

Este exemplo leva-nos & seguinte definigao: dada uma fungao continua f seja R*(f)
a regiao do plano entre x = a e x = b por cima do eixo dos zz e por baixo do grafico
de f, ou seja, a regiao em que 0 < y < f(x):

RY(f) ={(z,y) €eR* 1 a <2 <b,0<y < f(a)}
Seja R~ (f) a regiao por cima do grafico de f, ou seja,

R (f)={(z,y) eR* : a <z <b, f(z) <y <0}

R ()

R ()

X=a x=h

Entao o integral entre a e b de f é dado por

b
| #@)do = Area(r (1)) - Avea(r™ (1)

Somas de Riemann. H4a duas questoes essenciais a que queremos responder:

e Dado um problema como escrever um integral para calcular a solugao
e Como calcular esse integral

A solugao passa por introduzir somas de Riemann. Uma particao P = {xq,...,Zn}
de [a,b] é um conjunto de nimeros a = 9 < 21 < 29 < ... <z, = b P



7

divide o intervalo [a, b] e n intervalos [xg, x1], [21, 23], [T2, 23], ..., [€n—1,zn]. Pela
propriedade IIT temos entao

/abf(x)dxz/:f(x)dm+/:f(x)dx+...+/;" () da

n—1

Se os intervalos [z;_1, ;] forem suficientemente pequenos, entdo f é aproximada-
mente constante em cada intervalo. Escolhendo um ponto ¢; em cada intervalo,
f(x) = f(¢;) logo é natural esperar que

g Zq
(2) / ﬂ@m%/ Fles) de = flei)(: — i)
Ti—1 Ti—1
E costume representar as diferengas x; — x;_1 por Azx;. Somando em i obtemos

b n
/ f(z)dx = Z fle)Ax;

Esta ideia est4 ilustrada na figura seguinte, com ¢; = Zi=2t%1.

a=Xg X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 b=Xg

Definicao: Seja ¢ o conjunto dos pontos {ci,ca,...,¢n}t. A soma de Riemann
Sp.c(f) é dada por

n

Spe(f) = flei) Az

=1

Entao f; f(z)dx =~ Sp.(f). Para estudarmos o erro cometido, analizemos a aprox-
imacgdo f(z) =~ f(c;). Pelo teorema de Lagrange existe um ponto &; entre x e ¢; tal
que

[f (@) = flea)l = |f' (&) (@ — ci)| = [f(&)llw — il < |f'(&)|Aw;
Logo a aproximacao serd tanto melhor quanto mais pequenos forem os intervalos
[;, 2;—1]. Por isso introduzimos a noc¢ao de médulo |P| duma particao:
Definigao: O médulo de P é o comprimento do maior intervalo da particdo:
|P| = max{Axy, Aza,...,Ax,}

Seja M tal que |f'(z)] < M para todo o z. Entéo |f(z) — f(c:)| < |f/(€)]Az; <
M|P|.



8

Pelo teorema do valor médio, em cada intervalo [z;_1,x;] existem pontos d; tais

que f;iil f(x)dx = f(d;)Ax; logo

(3) - ‘f(di)Axi ~ f(e)Axs| < M|P|Az;

/IL flz)dx — f(c;)Ax;

(comparar com a equagao (2)).

Teorema. Seja f : [a,b] — R uma func¢ao com |f'(x)| < M. Entdio

b
/ f(x)dz — Spo(f)| < MIP|(b - a)

Em particular,

b
/a f@)de = Jim Sp(f)

Demonstragao.

Z;

i
i—1

b
/ f() de — Sp,c(f)‘ -

x)dr — Z fle)Ax;

>/

n
n
n

=1

Z(/ fla dx—f(cl)AxZ>’

33

/ f(x)dx — f(eci)Aw;

3
it

Z M|P|Az; (equacdo (3))

1
M|P| ZA:@ M|P|(b—a)

O

As figuras seguintes representam sucessivas aproximagoes do integral por somas de

Riemann:
74% f—*x

AT

Calculo do integral. Para calcular integrais é de grande utilidade o resultado

seguinte:

Teorema. Seja F' uma funcao com derivada continua. Entdo

b
/ F'(2)dz = F(b) — F(a)




Demonstragao. Seja P = {a = xg,1,...,2T, = b} uma particao de [a,b]. Entao
F(b)—F(a) = F(b)—F(zp-1)+F(tpn_1)—F(xn_2)+...+F(x2)—F(x1)+F(x1)—F(a)
Pelo teorema de Lagrange, existem pontos ¢; tal que

F(z;) = F(wi-1) = F'(c;) Az,

Logo
F(b)— Fa) =Y (F(xi) - F(xi,l)) =3 F'(c)Aw; = Spo(F')
=1 =1
Agora basta tomar o limite quando |P| — 0. O

Exemplo. Queremos calcular o integral ff % dx. Seja F(x) =logx. Entao F'(z) =

1 Jogo ff Ldz =F(2) - F(1) =log2 —log1 = log 2.

Este exemplo mostra que para calcular integrais é necessério, dada uma fungao f,
achar uma funcdo F tal que F'(z) = f(z).

Definigao: Dizemos que uma funcao F é uma primitiva de f se F'(z) = f(x).

Primitivacao é portanto a operacao inversa da derivagido. Ao contrario da derivada,
no entanto, uma funcao tem vérias primitivas:

Teorema. Seja [ : R — R wma fungao com uma primitiva F(x). Entdo o
conjunto de todas as primitivas de f € constituido pelas fungées F(z) + C com
C € R uma constante. Denotamos este conjunto por

/f(:v)d;v:{F(x)—l-C :CeR}

Demonstragdo. Se F'(xz) = f(z) entdo (F(z) + C) = f(z) logo F(z) + C também
¢ uma primitiva de f. Dada uma primitiva G de f, G'(z) = F'(z) = f(z) logo
(G(x)— F(x)) =0 portanto G(z) — F(z) é constante. Logo G(z) = F(z)+C. O

Exemplo. Algumas primitivas importantes:

zotl 1
/w“dx: . +C (a#—-1) /de:10g|x|+C(x7é0)
/emdx:em—i—c /senxdxz—cosx—i—C
dx
coszdr =senx + C —— =arctgx + C
1422

E natural colocar a seguinte questao: quando é que uma fungao tem uma primitiva?
O préximo teorema diz-nos que qualquer fungdo continua tem primitivas.

Teorema. Seja f uma fung¢do continua. Entdo a func¢do

Flz) = /0 " rt)at

é uma primitiva de f, isto €, F é diferencidvel e F'(z) = f(z).
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Demonstracdo. A prova é uma continha: pela propriedade III,

r z)— X ztAx T z+Azx
F( +AM) Fx) ﬁ (/0 f(t)dt—/o f(t)dt) = ﬁ/ﬁ F(t) dt

Pelo teorema do valor médio existe um ¢ entre x e x + Az tal que
F(z+ Azx) — F(x)
=1~ o)

Tomando o limite quando Az — 0, necessariamente ¢ — x logo f(c) — f(x) e
obtemos F'(x) = f(x). O

Um dos métodos mais poderosos para calcular integrais é a mudanga de variavel:
dada uma fungdo diferencidvel g : [a,b] — R introduzimos uma nova varidvel y =

g(z).

Teorema. Seja g uma funcdao diferencidvel, f uma funcao continua. Entdo

z=b y=g(b)
/ Fl9(@)d (@) do = / f(y) dy

=a y=g(a)

Demonstragao. Seja F(y) uma primitiva de f(y). Entao

g(b) by b /
[t =rFee) —Fo@) = [ Tre@) = [ o o

Uma notagao tutil neste contexto é a seguinte: dada uma funcao diferenciavel g
escrevemos

Entao o teorema diz-nos que

z=b y=g(b)
/ F(9(x))dg(z) = / F(y) dy

=a y=g(a)



