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1. Simplifique as seguintes expressoes (definidas nos respectivos dominios):
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2. Resolva as seguintes equacoes e inequagoes:

2 4+ < 222,




3. Escreva cada um dos seguintes conjuntos como intervalos ou reunioes
de intervalos:
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1. Indique justificando quais das proposicoes seguintes sao verdadeiras:

a) {1} C {1,{2,3})
b) {1} e {1,{2,3}}
¢) 2 € {1,{2,3})

|
m) Veyer® <y <0=2%>1y°

)

)

)
d) 1€ {R}
e) )={reN:z=z+1}
f) 0 € {0}
g) 0 c {0}
h) Voerz >0 271 >0
) Veerz > 17 <1
j) Veyerz <y =y ' <z
k) I¢0x2>0

)

Veyer @ <y = 22 < y?

2. Verifique que V,vga + é > 1. (Sugestao: considere separadamente
a>lea<l.)

3. (Exercicios 1.17, 1.18 e 1.19 de [2]) Demonstre pelo principio de indugao
matematica que:

1+3+ +(2n—1):n2, Vn € Ny
ot

a

b = nLH, para todo o natural n > 1

I
n(n+1)

L.
c (n') 2”n2 para todo o natural n > 4

)
)
)
d) n! > 27! para todo o natural n > 1

4. Demonstre pelo principio de inducao matematica que:

a) 14243+ +n="04

b) Paraa € R, (a —1)(1+a+---+a") = a"*' — 1, para qualquer
n &N

, para qualquer n € N;



10.

c) %%—%%—---—l—ﬁ:1—m,paraqualquerneN

2
d) B+22+33 4. +nd= <”(”2+1)) , para qualquer n € Ny

e) 1+¢L§+~--+\/Lﬁz\/ﬁ, para qualquer n € Ny
Demonstre pelo principio de indugao matemaética que:
a) (n+2)! > 22" para qualquer n € N;

b) 2n — 3 < 2"72 para todo o natural n > 5

¢) 7 — 1 é multiplo!’ de 6 para qualquer n € N;

d) 22" + 2 é multiplo de 3 para qualquer n € N

(Exercicio 1.20 de [2]) Demonstre a desigualdade de Bernoulli: Sendo
a>—lenéeN,
(1+a)" > 1+ na.

Seja P(n) a condigao “n* + 3n + 1 é par”.

a) Mostre que P(n) = P(n+ 1)
b) Pode concluir que n? + 3n + 1 é par, para qualquer n € N?
¢) Mostre que para qualquer n € N, n? 4+ 3n + 1 ¢ {mpar

Seja f: N — Ntal que f(0)=1e f(n+1)=(2n+2)2n+1)f(n).
Mostre por inducao matematica que, para qualquer n € N,

f(n) = (2n)!

Considere a sucessao real (u,,) dada por:

Uy = 3,
_ _3u
Up+1 = (nJrT)Q .

Mostre usando induc¢ao matematica que u, = %, para qualquer n €
Nj.

(Teste de 29-4-2006) Considere a sucessao real (u,) dada por:

Uy = 1,
Up+1 = 2U721 + 1.

Mostre usando inducao matematica que u,, = /2" — 1, para qualquer
n e Nl-

'Um ntimero é multiplo de 6 sse é da forma 6k, para algum k € Nj.



11. Verifique que se n € N ¢ fmpar, entao n? é também impar. O que pode
concluir de n € N sabendo que n? é par?

12. Verifique que se z,y sao nimeros racionais, entao x + vy, xy, —x, v~ *

(para x # () sao também ntimeros racionais.?

13. (Exercicio 1.3 de [1]) Verifique que, se  é um nimero racional diferente
de zero e y um numeros irracional, z+y, z—y, zy e y/x sdo irracionais;
mostre também que, sendo x e y irracionais, a sua soma, diferenca,
produto e quociente podem ser ou nao ser irracionais.

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao a Analise Matemética, Fundagao Ca-
louste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

2] Exercicios de Andlise Matemaética I e II, IST Press, 2003.

20u seja, Q é fechado para a adicdo e multiplicacio e contem os simétricos e inversos
de todos os seus elementos. Mostra-se assim, uma vez que também os elementos neutros
0 e 1 sdo racionais, que Q é um corpo. E facil ver que também verifica as propriedades de
ordem, ou seja, Q é um corpo ordenado.



Calculo Diferencial e Integral |
MEC [1° Semestre, 2010/2011]

#03

1. (Exercicio 1.2 de [2]) Considere os seguintes subconjuntos de R :
A= {:peR: 2| > §+2}, B=[-3,4, C=R\Q.

a) Mostre que AN B = [-3,—3] U {4}.

b) Indique, se existirem em R, sup A, min(A N B), max(A N B),
inf(ANBNC),sup(ANBNC)emin(ANBNC).

2. (Exame de 19/1/2000) Considere os conjuntos A e B definidos por

-1 1
A:{xER:x >O},B:{x€R:x:——,nEN1}.
n

Mostre que o conjunto A é igual a R™\{1}. Determine, caso existam, ou
justifique que nao existem, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo
dos conjuntos A e AU B.

3. (Exercicio 1.8 de [2]) Considere os conjuntos

A:{J’ERZ L Zl},B:{l—(_l) ,nENl}.
log = n

Para cada um dos conjuntos A e B, indique o conjunto dos majorantes,
o conjunto dos minorantes e, no caso de existirem (em R), o supremo,
o infimo, 0 maximo e o minimo.

4. Sejam A, B e C os seguintes subconjuntos de R:

A={reR: 2*+2|z| > 3}, B:]O,ﬂ[,

C:{\/_—l:nENl}.

n

a) Calcule A sob a forma de uma reuniao de intervalos.

b) Indique, caso exista, inf A, min AN B, max AN B, max AN BNQ,
inf AN BNQ, maxC, max B\ C'.



5. (Exame de 2000) Sejam A e B os subconjuntos de R definidos por
A={reR:|z-1<2*-1}, B=[-2,2.

a) Determine A sob a forma de reuniao de intervalos.

b) Determine, se existirem em R, o maximo e o minimo de AN B e o
supremo, infimo, maximo e minimo de (AN B) \ Q.

6. (Exame de 30/11/2002) Considere os seguintes conjuntos de R:

1
A:{x:]m2—2|§2x+1}, B =Q, C:{ﬁ:kENl}.

a) Mostre que A = [—1 + /2, 3].
b) Determine, se existirem, o supremo, infimo, maximo e minimo de

ANB,C.

7. (Exame de 16/1/2004) Considere os seguintes conjuntos de ntimeros
reais:

r?—1
A=<z > |z —1]| ¢, B={x: senz =0}, C=Q.
x

a) Mostre que A = [—3, 0[ U1, +ool.

b) Escreva os conjuntos dos majorantes e minorantes de ANC e BNC.
Calcule ou conclua da nao existéncia de sup A, inf ANC, min ANC,
min B, sup BN C.

8. (Teste de 12/11/2005) Considere os seguintes conjuntos de R:

1y
A:{x:xZO/\x <0}, B={x:2>0A Jpenkx ¢ Q}.

o= 1]~

a) Mostre que A = [O, \/ﬂ \{1} e justifique que B = [0, +00[\Q.

b) Determine, ou mostre que nao existem, o supremo, infimo, maximo
e minimo de cada um dos conjuntos A e A\B.

9. (Teste de 29/4/2006) Considere os seguintes subconjuntos de R:

2_9
A:{x:x <O},B:{2"/2:n€N1}.

a) Mostre que A = [—\/5, —1[ U }1,\/2 :



b) Determine ou justifique que ndo existem, os supremo, maximo,
infimo e minimo de cada um dos conjuntos ANQ, B e BNQ.

10. (Exercicio 1.10 de [2]) Seja A um subconjunto de R, majorado e nao
vazio, e seja m um majorante de A, distinto do supremo desse conjunto.
Mostre que existe € > 0 tal que V.(m)N A = 0.

11. (Exercicio 1.5 de [1]) Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que
A C B e suponha que A é nao vazio e B é majorado. Justifique que
existem os supremos de A e B e prove que se verifica sup A < sup B.

12. (Exercicio 1.12 de [2]) Sendo U e V dois subconjuntos majorados e
nao vazios de R, tais que sup U < sup V, justifique (de forma precisa e
abreviada) as afirmagoes seguintes:

a) Se x € U, entdao x < sup V.
b) Existe pelo menos um y € V tal que y > sup U.

13. (Exercicio 1.14 de [2]) Sejam A e B dois subconjuntos de R.

a) Prove que, se sup A < inf B, A e B sao disjuntos.

b) Mostre, por meio de exemplos, que se for sup A > inf B A sup B >
inf A, A e B podem ser ou nao disjuntos.

Outros exercicios: 1.1, 1.3, 1.4, 1.5, 1.9, 1.11, 1.13, 1.16 de [2], Exercicio
1.4 de [L].

[1] J. Campos Ferreira. Introducao a Andlise Matemética, Fundagao Ca-
louste Gulbenkian, 8 ed., 2005.

[2] Exercicios de Andlise Matemaética I e II, IST Press, 2003.
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1. (Exercicio II.1 de [1], excepto a), g)) Indique quais sdo majoradas,
minoradas, limitadas, de entre as sucessoes definidas do modo seguinte:

a) Un = 7y

b) u, = w

) u, = (—=1)"n%

d) u, =n=D",

e) Up =143+ +...+ 3.
f) uy = =1, upy1 = —2u,.

g) up =0, upyy = 2“’5—“

2. Para as sucessoes consideradas no exercicio anterior, indique se sao
mondétonas (crescentes ou decrescentes).

3. Baseando-se directamente na defini¢cao de limite mostre que:

a) \/nlﬁ — 0.
b)

2
¢) A sucessao de termo geral u,, = n* é divergente.

n
s 1.

4. (Exercicio I1.2 de [1]) A mesma questao que a anterior para:

2n—1
a) T — 2.

b) NATLES N
n

5. Calcule o limite (em R) ou justifique a sua nao existéncia para cada
uma das sucessoes de termo geral

) SR,
b) Sy
d) ¥,



e) »(2+3),
) L2+ i),
g) &,

N
b) T
. 3n
) Y5
it

1+(=H"
k) N

2n+1 3n+1
1) 2n13n )
m) /1000+1000
H) n:Ll+17
0) ZLS,

4n
p) 144n2"
q) (“nf, com a > 1.

an

. (Exercicio 1.36 de [2]) Indique justificando abreviadamente a resposta,
o conjunto dos valores reais de a para os quais a sucessao de termo
geral r, = 5= €

a) convergente;

b) divergente, mas limitada.

. Dé exemplos de sucessoes tais que:

a) (un) tem termos em | — oo, 1] e é crescente.

b) (u,) ndo é mondétona e é convergente.

¢) (uy) é divergente e (|u,|) é convergente.

d) (u,) é limitada e divergente.

e) (u,) tem termos em {Z : n € Ni} e ¢é divergente.

f) (u,) tem termos em R\Q e converge para um elemento de Q.

. Sejam A, B e C os subconjuntos de R considerados no Ex.4 - Aula 3:

A={reR: 2* +2|z| > 3} =] — o0, —1[U]1, +o0], B:}O,\/i[,



C:{\/_—l:nENl}.

n
Dé um exemplo ou justifique a nao existéncia de

(i) uma sucessao de termos em A monétona e divergente;

(ii

uma sucessao de termos no conjunto B crescente e divergente;

(iii) uma sucessao de termos no conjunto B com limite em R\ B;

—

v) uma sucessao de termos no conjunto A\ B com limite em AN B;

—~

)
)
)
(iv) uma sucesao de termos no conjunto R \ B com limite em B;
)
)

uma sucessao de termo geral u, no conjunto C' tal que limwu,, <

V2.

9. Considere as sucessoes definidas da seguinte forma, com a,r € R:

(vi

U = a,

un+1 =T + un;

V1 = a,
Upt1 = T'Up.
(A sucessao (u,) é uma progressio aritmética de primeiro termo a e

razao r e a sucessao (v,) é uma progressao geométrica de primeiro
termo a e razao r.)

a) Mostre por indugao matemdtica que u, = a+(n—1)r e v, = ar" !,
n € Nj.
b) Dé exemplos de valores de r e de a tais que
(i) (u,) seja mondtona crescente;
(ii) (u,) seja mondtona decrescente;
(iii) (v,) seja monétona crescente;
(iv) (v,) nao seja mondtona.
¢) Mostre que (u,,) nao é limitada, para quaisquer a € R, r # 0. Para
que valores de 7 e a seréd (v,) limitada? E convergente?

10. (Teste de 12-11-2005) Considere a sucessao real (u,) dada por:

u1:1,

un+1:1+u?n



11.

12.

13.

14.

15.

a) Mostre usando indugao que u,, < 2 para qualquer n € Nj.
b) Mostre que (u,) é uma sucessao crescente.

¢) Mostre que (u,,) é convergente e indique lim w,,.

Considere a sucessao real (u,) dada por:

_ 3
Uy = 2
w242
un—l—l - n3

a) Mostre usando indugao que 1 < u,, < 2 para qualquer n € Nj.

b) Mostre que (u,) é uma sucessao decrescente.
¢) Mostre que (u,,) é convergente e indique lim u,,.
. 1 ,
Seja uy > 1 e up41 =2— .- paran € Ni. Mostre que u,, ¢ convergente

(sugestao: comege por provar por indugao mateméatica que 1 < u,, < 2,
para todo o inteiro n > 2). Calcule lim w,,.

xercicio II. e eja (u,) a sucessao definida por recorréncia
(Exercicio IL1g) de [1]) Seja (u,) 10 definida p énci
por u; = 1, Upt1 = V2 + Uy.
a) Prove por indugao que 1 < u,, < 2, para todo o n € Nj.
b) Prove por indugao que (u,) é crescente.
(Alternativamente, verifique que wu, 11 — u, = %)
c) Justifique que (u,) é convergente.
d) Aplicando limites a ambos os membros da expressao de recorréncia,
determine o limite de (uy,).

(Exercicio 1.45 de [2]) Justifique que, se as condigoes

Unt1
<1
Un,

u, >0 e

sao verificadas qualquer que seja n € Ny, entao u,, é convergente.

(Exercicio 1.47 de [2]) Sendo z,, 0 termo geral de uma sucessao monétona,
Yn O termo geral de uma sucessao limitada e supondo verificada a
condicao

1
VneNy |z, —yn| < —
n

prove que z, ¢ limitada e que as duas sucessoes sao convergentes para
o mesmo limite.



Outros exercicios: 1.26, 1.29, 1.37, 1.44 de [2], IL1.5 a) — f) de [1].

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao a Analise Matemética, Fundagao Ca-
louste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

2] Exercicios de Andlise Matematica I e II, IST Press, 2003.
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1. (Exercicio 1.34 de [2]) Das sucessoes de termos gerais

(_1)n+1 nn—i—l
Up = ——, Up =

n o4+ 1

Wy, = UpUp

indique, justificando abreviadamente as respostas, quais as que sao
limitadas e as que sao convergentes.

2. (Exercicio 1.40 de [2]) Estude quanto a convergéncia as sucessoes de
termos gerais:

n cos(nm) I+a"
U, = cos(nlm), v, =——-"2=, w,=
2n+1

3. Calcule o limite (em R) ou justifique a sua nao existéncia para cada
uma das sucessoes de termo geral

1

a) 1)"n2+2

=

C

e

)

)

) M=) )
d) 2n%4(=1)"

)

f)

4. Mostre que se (u,) é uma sucessao convergente tal que ug, €10,1[ e
Ugny1 € R\]0, 1 entdo limu, € {0,1}.

5. Considere a sucessao real (u,) definida por recorréncia por:

uy =a
Uns1 = (=1)"up + 4,
com a € R. Mostre que se (u,) é convergente entao lim u,, = 0.

6. Identifique os conjuntos dos sublimites em R (e em R) da sucessao:



1

(a) de termo geral u, = — + 2 cosn,
n

(b)

(c) 1,2,3,4,5,6,7,8, ...

(d) 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5, ...

(uy,) tal que u, = 0 se n é par, u,, = n se n é impar.

Serd possivel o conjunto dos sublimites em R de uma sucessao (u,) ser
um conjunto singular e (u,,) ser divergente? Justifique. E se os sublimi-
tes e a convergéncia da sucessdo forem considerados em R? (Sugestdo:
veja um dos casos acima).

7. (Teste 12/11/05) Considere os seguintes subconjuntos de R:
(="
A={zeR : 2z+1|<|z|}, B=S——:neN;,,
n

C=[-1,+o0|

a) Mostre que A = }—1, —%[
b) Indique (caso existam em R), infC, min(C \ A), sup(4 \ Q),
max(A U B), inf B, max(B \ Q).
¢) Diga, justificando, se cada uma das proposigoes seguintes é verda-
deira ou falsa:
(i) Toda a sucessao decrescente de termos em A é convergente.

(ii) Toda a sucessao decrescente de termos em A é convergente
para um elemento de A.

(iii) Toda a sucessdo estritamente crescente em C' ¢é divergente.

(iv) O conjunto dos sublimites de qualquer sucessao de termos em
B ¢é nao-vazio.

(v) O conjunto dos sublimites de qualquer sucessao de termos em
B esté contido em {—1,0}.

8. (Exame de 1/3/2001) Considere os conjuntos definidos por:

z? +1 )
A=<Jz€eR: 5 20 B = {z €R:log(2z* +z) > 0}.

xr —

a) Identifique o conjunto A, e mostre que B = ]—o0, —1] U [3, +00].

b) Determine, se existirem em R :

minA, supBNQ, infANB, supBNR \Q, maxANQ.



10.

11.

12.

¢) Mostre que, se (z,,) é uma sucessao crescente em AN BNR™, entdo
(x,) é convergente.

d) Mostre que, se (x,) é uma sucessdo em B N R, entdao a sucessao
(yn) dada por y, = (—1)"x,, é divergente.

e) Dé um exemplo de uma sucessao (z,) de irracionais em A que con-
virja para um elemento do complementar de A.

(Exame 19/1/2000) Sejam A e B os conjuntos considerados no Exercicio
2, Aula 3, A=R"\ {1}, B= {—% ,nE Nl} . Diga, justificando, quais
das seguintes proposicoes sao verdadeiras. Para as que forem falsas
forneca um contra-exemplo:

a) Toda a sucessao de termos em A que seja limitada é convergente.

b) Qualquer sucessao monétona de termos em A N V;/5(0) tem limite
real.

¢) Qualquer sucessao de termos em A U B que seja estritamente de-

crescente tem limite em Ry .

(Exame de 30/11/2002) Considere os seguintes subconjuntos de R (Ex.6
- Aula 3):

A:{x:|x2—2|§2x+1}:[—1+\/§,3], 0:{% : keNl}.

Indique, justificando, se cada uma das proposigoes seguintes é verda-
deira ou falsa:
(i) Toda a sucessao monétona de termos em A ¢é convergente.

(ii) Existem sucessoes (a,) de termos em R\ A convergentes e tais
que api1a, < 0, para qualquer n € N.

(iii) Seja (a,) uma sucessao de termos em C. Entao qualquer subsu-
cessao de (a,) é convergente.

Prove, recorrendo a definicao de limite em R que

b) # — +00.

Determine, se existirem, os limites em R das sucessoes que tém por
termo de ordem n:



S

13. (Exercicio I1.5 de [1]) Determine, se existirem, os limites em R das
sucessoes que tém por termo de ordem n:

a) 34,

b) B,

¢) s,

d) n;f;;zl—l’

e) CmH
f) % (p e Ny),
g) m

W &)




14. Decida sobre a existéncia dos seguintes limites em R e R, calculando
os seus valores nos casos de existéncia:

a) lim n{f)loo,

b) lim (513,
¢) lim (%),i,

d) lim 20,
e) lim 2::}’,

f) lim =28,

g) limnw,

h) lim ()7,

i) lim (1)",

i) lim (2 - 1),
K) lim (325) ",
D lim 25

15. a) Mostre que:
i) se u, — +o0o em R entdo t — 0,

ii) seun>0eun—>0entéo7%—>+ooem@.

n

b) Sera verdade que u,, — 0 = (ul — ooV £ — —oo)?

Outros exercicios: 1.22, 1.23, 1.25, 1.27, 1.29, 1.32, 1.33, 1.42, 1.44, 1.46,
1.51, 1.52 de [2).

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao a Andalise Matemética, Fundagao Ca-
louste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

[2] Exercicios de Andlise Matematica I e II, IST Press, 2003.
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1. Determine funcoes inversas das seguintes fungoes, especificando os
respectivos dominios (e contradominios):

2. Identifique arcos(, arcosl1, arcos (—%) arcsen (—%), arcsenﬁ,

2
arcos< \f) arcsemi arctg 1, arctg(—v/3).

3. Exprima as solugoes da equacao sen z = a em termos de arcsen a. Facga
0 MesMmo para a equagao cosx = a em termos de arcosa e para tgr = a
em termos de arctga.

4. Deduza as seguintes identidades:

a) cos(arcost) = x,

b) sen(arcsenz) = x,

c) cos(arcsenz) = /1 — 22,

d) sen(arcosz) = /1 — 22,

e) tg(arcsenx) = T para x # *1,
f) tg(arcosz) = @, para x # 0.

5. Seja f : D — R uma fungao injectiva e g : f(D) — D a sua inversa (ou
seja, g(y) = x sse y = f(x), para quaisquer x € D, y € f(D)). Mostre
que
a) Se f é crescente/decrescente, entao g é crescente/decrescente.

b) Se f é impar, entdao g é impar.

c) arcsen, arctg sao crescentes e impares, arcos é decrescente.
6. Determine o dominio das fungoes seguintes:

a) f(2) = i,
b) f(2) = o5 + =

cos? sen?




10.

11.

12.

c) f(x) =tgx+ cotgux,

d) f(z) =log(logz),

&) f(z) = log(1 - z?),

) fla) = aretg (),

) f(a) = arcos (1),

h) f(z) = arcsen(e”),

i) f(x) =log(1l — arcsen x).

(Exercicio 3.17 de [2]) Mostre que se (u,) é uma sucessao mondtona,
(arctgu,) é uma sucessao convergente.

Mostre, recorrendo a defini¢ao de continuidade, que as fungoes definidas
em R por f(z) = 2*>+1 e g(x) = |x| sao continuas em qualquer = € R.

Seja (z,) uma sucessao real, com limz, = 1, =, > 1 para qualquer
n € N. Calcule, se existir, lim f(z,) nos casos seguintes:

) f(z) =1, z#0.
b) f(z)=logz, x> 0.
) f(fU):ﬁ,parax#l.

a

(@]

(Exercicio 3.5 de [2]) Seja ¢ : [a,b] — R uma fungao continua (com
a,b € Rea <b). Supondo que existe uma sucessao (x,) de termos em

[a,b] tal que lim ¢(x,) = 0, prove que ¢ tem pelo menos um zero em
[a,b].

(Exercicio 3.14 de [2]) Sendo g : [0, 1] — R uma funcao continua, mostre
que:

a) Nao existe nenhuma sucessao (z,) de termos em [0,1] tal que
g(z,) = n para todo o n € Nj.

b) Se existir uma sucessao (z,,) de termos em [0, 1] tal que g(z,) = £
para todo o n € Ny, entdo existe ¢ € [0, 1] tal que g(c) = 0.

(Exercicio II1.2 de [1]) Para cada uma das funges definidas pelas
expressoes seguintes, determine os pontos de continuidade e
descontinuidade:

z41 .

x3+az’

z+1 .
443234222

)
)
¢) VT~ migi
)
)

a

=

o

sen (Cos V1— x2);

1 .
1-z2’

€) COS



13.

14.

15.

16.

17.

18.

f \/tg 2x — cotg 2x;

)
8) Va 2+1 + Q’/ﬁ;
h) |f62 1|

i) v—sen?x;

(Exercicio 3.15 de [2]) Sendo f : R — R uma fungao continua no ponto
1, em que ponto(s) serda necessariamente continua a funcao g(x) =
f(senz)? Justifique.

Seja f : R — R uma fungao continua no ponto 0. Em que ponto(s) serd
necessariamente continua a funcdo g(z) = f(tgz — cotgz)? (Relembre
1

que cotgx = tg—x).

Mostre que a funcao f : R — R dada por f(z) = zd(z), em que
d: R — R ¢é a funcao de Dirichlet, é apenas continua em = = 0.

Use a definicdo de limite de funcdo em R para mostrar que
a) lim, .o xiz = +00,

b) 11mm_,+oo % = 0,

¢) lim, 1o /2 = 400.

Determine, se existir, cada um dos seguintes limites, justificando o
calculo ou a nao existéncia de limite.

23 —a24x—1

hma:—>0 221 )

a

3 —x24z—1
22— 1 )

o

lim,_.;
2

3 e’ —1

lim, o “——,

)
)
)
) lim, o [2%(1 — cos 2)] ,
)
)
)

2 o

@D

. 1
lim, .gsen

—

. 1
lim, .4 sen <,

lim,_.g x sen % .

(Exercicio 3.20 de [2]) Calcule

l‘2 —X

r2—32+2°

: tg Sz
b) hmx_,o rarcosz’

a) llIﬂle

Outros exercicios: 3.3, 3.8, 3.9, 3.10, 3.12, 3.13 de [2].

[1] J. Campos Ferreira. Introducdo a Andlise Matemética, Fundagao
Calouste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

2] Exercicios de Andlise Matemaética I e II, IST Press, 2003.
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1. (Exercicio 3.18 de [2]) Suponha que para todo o n € Ny, a funcao f

verifica a condicao
1 1
n n

Se existirem os limites laterais f(07) e f(07) quanto valeréd a sua soma?
Se existir lim, o f(x) qual serd o seu valor? Justifique as respostas.

2. (Exercicio 3.26 de [2]) Considere f : R — R, definida por
_ x| p

f(z) 9 (),
onde d : R — R designa a fungao de Dirichlet.

a) Indique o contradominio de f. A fungao é majorada? E minorada?
b) Estude lim, o f(z) e lim,_, 1 f(z).

¢) Em que pontos é f continua?
3. (Exercicio 3.27 de [2]) Seja f : R — R, continua no ponto 1, dada por

0, sexr < —1,
f(z) = ¢ arcsenz, se —l<ax<l,
Ksen(gx), sex >1.

a) Determine K .

b) Estude f do ponto de vista da continuidade.

¢) Indique o contradominio de f e se tem supremo, infimo, méaximo,
minimo.

d) Quais sao os limites lim, ., f(z) e lim,_ |, caso existam?
4. (Exercicio 3.34 de [2]) Considere a fun¢ao ¢ : R — R definida por:

arctg% se x < ()
p(z) = .
1+e ™™ sex>0

a) Mostre que ¢ é continua em qualquer ponto de R\ {0}.

b) Calcule os limites laterais de ¢ no ponto 0, e indique, justificando,
se p é continua, continua a direita ou continua a esquerda nesse
ponto (por definigdo, uma fungdo é continua a esquerda (direita)
num ponto a do seu dominio D sse a sua restrigdo a | — 0o, a| N D
([a, +00[ND) é continua em a).



c) Calcule lim, o () € lim, .o ().

d) Indique, justificando, o contradominio de .

5. (Exercicio 3.29 de [2])

a) Estude, quanto a continuidade em cada ponto do seu dominio, as
fungoes definidas em R\ {0} pelas férmulas:

1 1 1
p(r) =€ 22, Y(x) = xsen s

b) Indique, justificando, se cada uma das funcoes ¢ e 1) é prolongavel
por continuidade ou descontinua no ponto 0.

¢) Mostre que ¢ e ¥ sao fungoes limitadas.

6. (Exercicio 3.32 de [2]) Considere a fungao f definida (no conjunto dos

pontos para os quais a expressao x—@ designa um nimero real) pela
formula /i
x
x) = )
fla) = Y

a) Indique, sob a forma de uma reuniao de intervalos disjuntos, o
dominio de f.

b) Calcule
lim f(z) lim f(z) lim f(z).

T——+00 r—1— z—1t
c¢) Justificando a resposta, indique o contradominio de f.

d) Dé exemplos de sucessoes (u,) e (v,), de termos no dominio de f
tais que (u,) e (f(vn)) sejam convergentes e (v,) e (f(u,)) sejam
divergentes.

7. (Exercicio 3.33 de [2]) Considere as fungoes f e g definidas em |0, 00
pelas expressoes

1
f(x) =loglog(1 + ) g(z) = Vx - sen o
a) Estude f e g quanto a continuidade.
b) Calcule lim, o f(z) e lim, . g(z).

c¢) Indique, justificando, se cada uma das fungdes é prolongavel por
continuidade ao ponto 0.

d) Indique, justificando, o contradominio de f.

8. (Exercicio 3.36 de [2]) Seja f, a funcao real definida por,

1
—ex sex <0,
f(I)_{logﬁ, sex>0.



10.

11.

12.

13.

) Calcule lim, o f(x) e lim,_ ;o f(2).

) Justifique que f é continua em todo o seu dominio.

c) Mostre que f é prolongavel por continuidade ao ponto 0.
)

Sendo g a fungdao que resulta de f por prolongamento por
continuidade ao ponto 0, justifique que ¢ tem méaximo e minimo
em qualquer intervalo da forma [—e €], com ¢ > 0. Indique,
justificando, o valor de max{g(z) : x € [—¢,¢|}.

(Exercicio 3.40 de [2])

a) Sendo g : [0, +oo[— R continua no seu dominio, mostre que a fungao

p(r) = g(1 —2?)
tem maximo e minimo.

b) Se na alinea a) considerdssemos g definida e continua em |0, 4+00]
poderiamos continuar a garantir para ¢ a existincia de maximo e
minimo? Justifique.

(Exercicio 3.43 de [2]) Sejam a,b € R e g :]a,b[— R uma funcio
continua em |a, b tal que

lim g(z) = —lim g(z) = —o0.

r—a r—b

Mostre que existe uma e uma sé fungao continua h definida em [a, b]
tal que
h(z) = arctglg(z)’], @ €a, b

e determine o seu contradominio. Justifique a resposta.

(Exercicio ITI.11 de [1]) Mostre que a equagao sen®x + cos® x = 0 tem
pelo menos uma raiz no intervalo |0, 7].

(Exercicio II1.15 de [1]) Considere uma fungao f, continua em R, e
suponha que existem e sao finitos os limites lim,_, o, f(z) e lim, . o, f(x).
a) Prove que f é limitada.

b) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique
justificando, o maximo da funcao

(Exercicio IV.1 de [1]) Calcule as derivadas das fungoes:

a) tgr — x,

xT+cosx
b> l—senx’



14. Derive:

) arctg x? — (arctg x)*,
b) (senz)”,
c) loglogx,

)

d) sensenz
senx ’

e) (arctgx)

arcsenx

15. (Exercicio IV.3 de [1]) para cada uma das seguintes fun¢oes determine
o dominio de diferenciabilidade e calcule as respectivas derivadas:

Outros exercicios: 3.19, 3.21, 3.22, 3.23, 3.28, 3.34, 3.37, 3.38, 3.42 de [2].

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao & Andlise Matematica, Fundacao
Calouste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

2] Exercicios de Andlise Matematica I e II, IST Press, 2003.
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1. (Exercicio 4.9 de [2]) Determine o dominio, o dominio de diferenciabi-
lidade e calcule a derivada das seguintes funcoes:

a) log(zshz) (ver Ex. 11),
b) arcsen(arctgz),

C> Iiz :

x

2. Calcule, se existirem, as derivadas laterais no ponto 0 da funcao f :
R — R dada por

Fa) = 157 sex #0

0 se x = 0.

3. (Exercicio 4.2 de [2]) Determine as derivadas laterais no ponto 0 da
fungao f continua em R e cujos valores para x # 0 sao dados por

1+ex

f(‘%‘) = xm7

x # 0.

4. Considere a funcao f : R — R definida por

z?sen(s) sex # 0

fx) =

0 se x = 0.

a) Justifique que f é diferenciavel em R/{0}, calcule f’ para z # 0 e
mostre que lim,_ f'(z) ndo existe.

b) Justifique que f é diferenciavel no ponto 0 e calcule f/(0).

5. Sejam f e g duas fungoes em R tais que f ¢é diferencidvel em R | verifica
f(0) = f(m) =0, e g é dada por g(z) = f(senz) + sen f(x). Obtenha
o seguinte resultado:

g(0)+g'(m) = f'(0) + f'(m).

6. Seja f: R — R, diferenciavel. Calcule (arctg f(z) + f(arctgx))’.



7. Sendo g : R — R uma funcao duas vezes diferenciavel, considere a
funcio ¢ :]0, +oo[— R definida por ¢(z) = €91°8%). Supondo conheci-
dos os valores de g, ¢’ e ¢’ em pontos convenientes, determine ¢'(1) e
" (e).

8. Sendo f : R — Rtal que f(z) = 2'e¢™® paratodooz,esendog: R — R
diferencidvel, calcule (g o f)(x) em termos da funcao ¢’

9. Seja g : R — R uma funcao vezes diferenciavel e estritamente monétona,
com g(0) = 2 e ¢'(0) = 3. Considere f : [-1,1] — R dada por
f(z) = g(arcsen ).

a) Justifique que f ¢ diferencidvel em | — 1, 1] e calcule f'(0).

b) Justifique que f ¢é injectiva e, sendo f~! a sua inversa, calcule

(f=1'(2).

10. (Exame de 14-6-06) Considere uma func¢ao f : R —] —1, 1] uma fungao
vezes diferencidvel e bijectiva, tal que f(2) = 0e f'(2) = 2. Seja g a
funcao definida por

g(x) = arcos(f(x)).

a) Justifique que g é injectiva e diferencidvel e, sendo sendo g~' a

fungao inversa de g determine ¢'(2) e (¢7')(5)-
b) Determine o dominio de g~! e justifique que ¢! nao tem maximo

nem minimo. Serd ¢~! limitada ?

11. As fungoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico definem-se da forma

et —e " et +e "

)= () =

a) Deduza as igualdades (comparando-as com as correspondentes para
fungoes trigonométricas):

i) ch®z —sh?z =1
) sh(x +y) =shxchy+chzshy
iii) ch(x +y) =chxzchy+shzshy
) sh(2z) =2shxzchzx
v) ch(2z) = ch®x +sh®x
b) Verifique que a fungao sh é impar, e a fungao ch é par.
c¢) Calcule lim, ., shz,lim, . chz lim, . shz lim, . . chz.
d) Estude shz e chz quanto a continuidade e diferenciabilidade. Cal-
cule (shz) e (chz)'.

e) Estude shx e chz quanto a intervalos de monotonia e extremos e
esboge os respectivos graficos.



12.

13.

14.

f) As fungoes inversas das fungoes hiperbélicas sh z e ch x designam-se,
respectivamente por argsh e argch, isto é, x = shy sse y = argsh z,
y€R, ex=chyssey=argchz, y € RT. Deduza

argshz = log(x + Va2 + 1) argchz = log(z + va? — 1)
Calcule (argshz)' e (argchz)’.

(Exercicio 4.27 de [2]) Seja f :]0,1] — R uma fungao diferencidvel tal
que

1
f(n+1) =0, para todo n € Nj.

Diga se cada uma das seguintes proposicoes é verdadeira ou falsa. Jus-
tifique as respostas.

a) Para qualquer n > 2, a fun¢do f tem necessariamente méximo no

intervalo [+, +].

b) A funcao f é necessariamente limitada.

c) A funcdo f’ tem necessariamente infinitos zeros.

Prove que se f : R — R é duas vezes diferencidvel e o seu grafico cruza
a recta y = x em trés pontos, entdo f” tem pelo menos um zero.

Prove que a equacao 322 — e = 0 tem exactamente trés zeros.

Qutros exercicios: 4.5, 4.6, 4.10, 4.11, 4.12, 4.17 de [2].

[1] J. Campos Ferreira. Introducao a Andalise Matemética, Fundagao Ca-
louste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

2] Exercicios de Anélise Matematica I e 11, IST Press, 2003.
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1. (Exercicio 4.32 de [2]) Prove que se f : Rf — R é diferencidvel e
satisfaz f(n) = (—1)", paran € N, entao a sua derivada nao tem limite
no infinito.

2. (Exercicio 4.36 de [2]) Seja f uma fungao diferencidvel em R tal que
f(0) =0 e cuja derivada é uma fungao crescente. Mostre que a funcao
definida por g(x) = @ ¢ crescente em RT. (Sugestao: Aplique o
Teorema de Lagrange a f num intervalo adequado para mostrar que

g'(x) =0,

3. Prove que se f é de classe C' em R e a equagao f(x) = 2% tem trés
solugoes, sendo uma negativa, uma nula e outra positiva, entao f’ tem
pelo menos um zero.

4. (Exercicio IV.7 de [1]) Determine intervalos de monotonia, extremos
locais e extremos absolutos (se existentes) para as fungoes:

a

=3

C

o A

—

)
)
)
) zlogx,
)
)
)

g) xe 7,

h) arctgz — logv/1 + 22

5. (Exame 23-7-2000) Considere a fungao f : R — R definida por f(z) =
2

|lz]e™ 2.

a) Calcule lim, ., f(z), lim, i f(2).
b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f.

c¢) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de ex-
tremo, classificando-os quanto a serem maximos, minimos, relativos
ou absolutos.

d) Determine, justificando, o contradominio de f.



6.

10.

(Exame 15-1-2003) Considere a fungao g : R — R definida por:

(z) = e’ +ar+ sex <0
gh\E) = arctg (e +e ™ —1) sex >0

onde « e J sao constantes reais.

a) Determine « e  sabendo que g tem derivada finita em = = 0. (Se
nao conseguir responder a esta pergunta, use @« = —1 e J = 4 nas
alineas seguintes.)

b) Determine lim,_,_ g(z), lim,_ i g(z).

c) Estude g quanto a diferenciabilidade e calcule ¢’ nos pontos onde
existir.

d) Estude g quanto a existéncia de extremos e intervalos de monotonia.
e) Determine o contradominio de g.

Considere a fungao f : R — R definida por f(x) = |z|e~l*~1.

a) Calcule lim, ., f(x), lim, . e f(2).
b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f’.

¢) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de ex-
tremo, classificando-os quanto a serem maximos, minimos, relativos
ou absolutos.

d) Determine, justificando, o contradominio de f.
(Exame 9-1-06) Considere a funcao f : R — R definida por:
f(x) = x + 2arctg |z|.

a) Calcule ou mostre que nao existem: lim, o f(z), lim, i f(z).

b) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule a derivada
f/

¢) Determine os intervalos de monotonia e, se existirem, pontos de ex-

tremo relativo, classificando-os quanto a serem maximos, minimos,
relativos ou absolutos.

d) Determine o contradominio da restricao de f ao intervalo | — oo, 0].

(Exame 23-1-06) Seja g uma funcao diferenciavel tal que g(0) = ¢/'(0) =
0 e ¢’ é uma funcao estritamente mondotona. Define-se

p(z) = 2tg (9(r)) — g(x).
Mostre que ¢(0) é um extremo local de .

(Exercicio 4.48 de [2]) Seja f uma fung¢ao definida numa vizinhanga de
zero VZ(0), diferenciavel em V.(0) \ {0} e tal que xf'(x) > 0 para todo
z € V=(0)\ {0}



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) Supondo que f ¢é continua no ponto 0, prove que f(0) é um extremo
de f e indique se é maximo ou minimo. No caso de f ser diferenciavel
em 0 qual serd o valor de f'(0)?

b) Mostre (por meio de um exemplo) que sem a hipétese da continui-

dade de f no ponto 0 nao se pode garantir que f(0) seja um extremo
de f.

(Exercicio IV.12 de [1]) Calcule os limites:

a®—p*
z
log(z+e®)

xT Y

a) hmz_@

o

) limg oo

¢) lim,_;(logz - loglog x),
e—1/x
) hmm_,of —671/32

x bl

(oW

) limm*)(]#’

@

£) lim, .+ 98182,

: 1
g) lim, o zoT.

(Exercicio 4.59 de [2]) Determine os limites:

10*-5*
z )

a) hmgg_)()

. x2 sen 1
b) lim, o+ ——=

(Exercicio 4.61 de [2]) Determine os limites:

. 27)
a) limg—yoo 2z,

. 21)
b) llmm*),oo 22

(Exercicio 4.63 de [2]) Calcule os limites

a) lim, o+ (senz)™",

8|~

b) lim, . (logz)=.
(Exercicio 4.66 de [2]) Calcule os limites

: 1
a) lim,_ 4o vsen .,

b) lim, = (tgz)"™ 2

1
(Exercicio 4.78 de [2]) Calcule lim (£)™" ™ . (Sugestdo: determine pri-
meiro lim, o x%"?.)

a) Determine a férmula de MacLaurin e a férmula de Taylor relativa
ao ponto 1, ambas de ordem 2 com resto de Lagrange, das funcgoes
seguintes: €**, log(1 + z), cos(mz).



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

b) Para a férmula de MacLaurin, determine estimativas para o erro
cometido ao aproximar a funcao dada pelo polinémio de MacLaurin
obtido no intervalo |0, 1].

0,

Determine €' com erro inferior a 10™*, sem usar a calculadora.

(Exercicio 4.83 de [2]) Prove, usando a férmula de MacLaurin com resto
de Lagrange, que se tem

_ - 1
e’ — 1—x+? gé, para = € [0, 1].

Sejam f uma fungao 3 vezes diferencidvel e g definida por g(z) = f(e”).
Dado que o polinémio de Taylor de ordem 2 de f relativo ao ponto 1 é
3 — x4+ 2(x — 1)?, determine o polinémio de MacLaurin de ordem 2 de

g.

(Exercicio 4.83 de [2]) Prove, recorrendo a férmula de MacLaurin, que
se f: R — R verifica a condi¢ao

f™(z) =0, para qualquer z € R
entao f é um polindémio em x de grau menor do que n.

Seja I € R um intervalo aberto e uma funcao f € C?(I). Use a férmula
de Taylor para mostrar que, para qualquer a € I,

f”(a) — lim f(a+h)_2f(a)+f(a_h).

h—0 h,2

(Exercicio 4.90 de [2]) Seja f uma funcao de classe C*(R) e considere
a funcdo g definida por g(z) = zf(x) para todo o z € R. Se ¢" é
estritamente crescente em R e ¢”(0) = 0, prove que f(0) é minimo
absoluto de f.

(Sugestao: Escreva a férmula de MacLaurin de 1* ordem de g e use-a
para determinar o sinal de f(z) — f(0)).

Determine os extremos da funcio f(z) = arctg(x?), classificando-os, e
determine os seus pontos de inflexao. Esboce o gréafico da funcao .

(Exercicio 4.109 de [2]) Faca um estudo da funcao f : R — R definida
por f(z) = z*e™™ tendo em conta monotonia, extremos, pontos de
inflexao, contradominio. Esboce o gréafico da funcao .

(Exercicio 4.126 de [2]) Esboce o grafico da fun¢do f(z) = 1224 em
[0, 27] (pode admitir que nao existem pontos de inflexao).



Outros exercicios: 4.23, 4.24, 4.27, 4.31, 4.44, 4.45, 4.56, 4.58, 4.69, 4.74,
4.77,4.82 de [2).

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao a Anélise Matematica, Fundagao
Calouste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

2] Exercicios de Andlise Matematica I e II, IST Press, 2003.
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1. Determine uma primitiva de cada uma das fungoes:

a) 22° + 32°,

d) V1 — =,
23

e) 3+ xt
i) sin(2),

1

m) cos? z’

p) ¥ sen(e”),

sen x
1+ cos2zx’
3
(1+ 242’

5)
v)

1 1 1
b)ﬁ—i_;_}_ﬁ’
Va2 + Va3

T

)
h)
k)

eI‘

1+ 2ez’
sin(2z)
1 +sen?z’

etgz

)

cos?x’
q) 2*V1+ 23,
t) !
V1 — 422
w) cos® zv/senz,

2 —r+1

\/E )
f) 2zva2 — 1,

COS T

o)

i)

1+senz’

1) cos’z,

0) w cos(z?® + 2),

x

e

Vv ey

u) m7

x) tg?z,

2. (Exercicio IV.22 de [2]) Determine uma primitiva de cada uma das fungoes:

m) sen® x cos® z,

b) e:):+3,
T
) T

h) 3% sin 2

T

n) tg’r +tgx.

C) 2LE717
3
T
f) —
%+ 1
. tgx
) B

1) cosx cos 2z,




3. Calcule uma primitiva de cada uma das funcoes:

a)¢2;ng,

d) ze ",

g)e

)

p)

5)
v)

2senzx cos T,
1

2+ 22’

m)

(1 + 2?) arctan -’

1

1+ 322’
x

V1= 22%

cos(log x)

)
T

b) 3senw + 2%
c)
1
h) ——,
1+e”

k) tgxsec® x,

3senx
(1+ cosx)?’

T

xz

e

S el
1

R v oS

1
W) ,
xrlogx

$2

f) avV1+ a2,

i) tgz,

1) cos®zsen’z,
) 1

O) —F— 7>
Va(l+x)

arcsin x

r) T
1

PR
u)

(x+1)%

x) sec’ .

4. (Exercicio IV.23 de [1]) Determine as fungoes que verificam as condigoes
impostas em cada uma das alineas seguintes:

a) f'(
b) g'(

aj):m?

"=

r e R\ {1}

reR; f(0)=1

9(0) = 0,9(2) = 3.
hkr) =k, k € Z.

c¢) h'(x) = sec? x, para x no dominio de sec z;

5. (Exercicio 5.5 de [2]) Para cada uma das fun¢oes definidas pelas expressoes

x sin(z?),

determine se possivel:

xT

24 e’

a) uma primitiva que se anule no ponto z = 0;

b) uma primitiva que tenda para 0 quando x — +oc.

(1+ 22)(1 + arctg® x)

6. Calcule uma primitiva de cada uma das fungoes racionais (todas imedia-
tamente primitivaveis):

1
11—z

a)
d)

Y

T

1+ (z—1)%

1
(x —3)%
2x+1
) a1

b)

z+1
C —7
2+ 1

1

2+ 2x+2



7. Calcule uma primitiva de cada uma das fungoes racionais:

) 1 b) r+1 ) 2 4+r—4
a S c) ——— —
2+ x(x —1)%’ x(x?+4)’
| x T
d) 2 _ ? e) 2 Y f) 27
z?(x —1) | (x+1)(z+2)
3+ 222 + 2 xt xS 4 4x? — dx
g) ——————, h) ——, i) ————.
(x +1)2 xt—1 x* — 16

8. Determine todas as primitivas de cada uma das fungoes do exercicio an-
terior (nos respectivos dominios).

9. (Exercicio 5.16 de [2]) Determine

a) Uma expressao geral das primitivas da func¢ao definida em R por
flz) = (z+ 1)+

b) A primitiva G, da fungao

T+ 3

9=

definida no intervalo |1, +00[ e que verifica a condic¢ao lim, ., ., G(z) =
3.

10. (Exercicio 5.3 de [2]) Determine uma fung ao F' definida em R\ {1} que
obedece as seguintes condicoes:

F'(z) = F(2) =0, lim F(x)=10.

(:E — 1)2’ T—4-00
11. (Exercicio 5.12 de [2]) Determine a fungao ¢ : |—1, +00[ — R que satisfaz
as condigoes

B 1
14

Vos—1 ¢"() $(0) = ¢'(0) = 1.

Outros exercicios: 5.2, 5.4, 5.7, 5.14, 5.17, 5.20 de [2].

[1] J. Campos Ferreira. Introducdo a Andlise Matemadtica, Fundagao
Calouste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

[2] Exercicios de Anélise Matematica I e II, IST Press, 2003.
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1. (Exercicio IV.25 de [1]) Usando o método de primitivacao por partes,
calcule uma primitiva de cada uma das fungoes:

a) xe®, b) x arctg z, ¢) arcsinz,
d) zsinz, e) 23", f) log® z,
7
" x
g) T log:z:, n e N7 h) m

. Usando o método de primitivacao por partes, calcule uma primitiva de
cada uma das fungoes:

a) e*(e” + x), b) e*senx, ¢) 2,
d) arctan z, e) vzlogx f) x(1 + x?) arctan z,
0 1
_—, h)log ( —+1 |, i) 22 log” x,

g) Vi ) log (x ) ) 2" log

1 1
j) log® z, k) 508, 1) cos2xlog(tg ),

1

m) 3zv1 — z? arcsin z, n) o8t : o) chzcosz,

(14 x)?

22

p) 3* cosx, q) cos(logz), r) T

3. a) Usando o método de primitivagao por partes, mostre que, para k € N,
k > 1, tem-se:

P((lf;wf) - 2<11—k> <<1+§2>k—1 ”(ﬁ))

b) Justifique que, para k € N, k > 1,

i <ﬁ) = 37-H <1+i2>k—1+<”ﬁ> " (ﬁ

(Sugestao: L 2 ).

1 —
(14z2)F = (1+z2)k-1 - (1422)k

c) Utilize a alinea anterior para calcular

Plarar) ?laar)

)



4. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes, utilizando

substituicoes apropriadas:

) et b) 1 ) r—1
a" —’ —’ C )
e 41 (14 Vb x

\/5_1 e)

—_

d ~y
)\9/5_'_17

1—tgx
g)

@ =D+ e
log
; )
1+tge z(logx — 1)

Do ovi—s

) 1
1 —7
:L‘—f—\S/P

5. (Exercicios 5.21, 5.23, 5.24, 5.26, 5.28, 5.31 de [2]) Determine uma primi-
tiva de cada uma das seguintes fungoes, utilizando substituigoes apropri-

adas:

1+
R rE—L )

63x

a1+

) 1
C) ——%=
142’

d) (14 e2*)(e® —1)%’

o 2logx — 1 f) 1
rlogz(logz —1)2’

sen?xcosx

6. Determine, usando a substituicao indicada, uma primitiva de cada uma

das funcgoes seguintes:

a) secz, t =senuz,

c) V1—122 x=sent
V1 —2?

e) p , T = cost,
sen x T
8) 1 —senz’ tggit’
. 3senx + 3
i) t =senux,

cosx + sen 2z’

1
k) ——, z =tgt,
2+ 1
1
m) ————, t =1 — 22,
)x\/l—:x2

0) VA + 22, © = 2tgt,

b) — /
———— & = sect,
r2v/ax? —1
1 x
d , tg= =t,
)1+senx+cosa: g2
p " V1
—— t = — e,
) v1—e®
1 2
) , T =sent,
r(l—2x
j) sec®z, t = senu,

cos x
1)
1+ senx — cos? x
1
n) ———, t=+1+e”,
)\/1+€Z

x(x—1)

xr2 —

, L =senwx,

, T =sect.

D)

7. (Exercicio 5.21 de [2]) Determine, ou justifique que nao existem, fungoes
que verifiquem as seguintes condicoes:

a) f'(x) = %, lim, ., f(z) =0.

b) ¢'(z) = =2 2> 16, lim,_. oo g(z) = 1.

2—va)



8. (Exercicio 5.24 de [2]) Determine, ou justifique que nao existem, fungoes
que verifiquem as seguintes condigoes:

a) f"(z)=(1+sinz)cosz, f'(0) =0, f(0) =3.
b) ¢'(z) = Hﬁ’ lim, ., g(z)=1.

9. Determine, utilizando métodos de primitivacao adequados, uma primitiva
de cada uma das seguintes fungoes:

1
a) |z, b) x arcsin —, c) sen(logz + 1),
x
1+ log®
d) sen®z cos® x, e) vx arctan \/, f) ﬁ,
e’ I+ : 3
8) 9t 2 ) 1+z 1) cos”z,
1—2 1
: 4
cos” x, k) xlo , 1 ,
) ) wlog 7= ) e D)@ 3)
log(l 1 1
m) %Ogg;), n) log(z + /z), 0) e
log(l
p) coszlog(1l + sin®z), q) M, r) xarctg’® x,
T
) log(l—i—x)7 ) ‘1 ’ W) xcosm7
V1i+zx sin sen? x
) sen x ) log( )t ) 1
V) ——————, w) log(cosz)tgx, X ,
1+ 3cos?z s s (x+1)Va+2
1

y) (arcsen z)?, z)

cosz(l —senx)

10. Determine uma funcao ¢ : R — R que verifique as condicoes seguintes:

y o e . ’ _ . _ E
2 (l’) - (ex + 1)2 9 hm 90 (.ZU) 17 hm QO("L‘) 2

r——00 T—+00
Outros ezercicios (resolvidos): 5.22,5.25 , 5.32 de [2]

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao a Anélise Matemadtica, Fundagao
Calouste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

[2] Exercicios de Andlise Matemética I e II, IST Press, 2003.
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1. (Exercicio VI.1 de [1]) Considere a fungao f definida no intervalo [0, 2]
por

1 sexel0,1]
flz)=< 2 sex=1
3 sex€ll,2

(a) Mostre que para toda a decomposicao do intervalo [0, 2], as somas
superior Sy(f) e inferior s4(f) verificam sq(f) <4 < Su(f).

(b) Recorrendo directamente & defini¢ao, mostre que f é integravel e que

f02 f(z)dz = 4.

2. (a) Sendo f : [a,b] — R uma fungio integravel, mostre que f? é in-
tegravel. (Sugestao: Considere f > 0; o caso geral segue de f? =
|f1%)-

(b) Sendo f : [a,b] — R, g : [a,b] — R integraveis, justifique que fg é
integrdvel. (Sugestao: fg=3((f+9)* — f* —¢*).)

3. (Exercicio V1.3 de [1]) Prove que, se f é continua em [a, b] e g é integravel

e nao negativa em [a, b], existe ¢ €]a, b[ tal que

[ sy = 5 [ oty

W

. (Exercicio V1.7 de [1]) Mostre que se f é continua em [a, b] e fab f(z)dz =0,
existe pelo menos uma raiz da equagao f(z) = 0 no intervalo [a, b].

ot

. (Exercicio 6.10 de [2]) Sendo f uma fungao continua em R, prove que se é
nulo o integral de f em qualquer intervalo limitado, entao f(z) = 0, para
qualquer z € R.

Dé um exemplo de uma funcao integravel e com integral nulo em qualquer
intervalo limitado e que nao verifique f(x) = 0 para qualquer z € R.

=2}

. (Exercicio 6.13 de [2]) Calcule ¢'(x) sendo ¢(x) = fj 22e5ent gy

\]

. Determine as derivadas das fungoes seguintes:

a) /1 ) sin(t¥)dt,  b) /x . cos(t?) dt,



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Seja f : R — R uma fungao continua e ¢ (t) = [ (x —t)f(t)dt. Justifique
que v é duas vezes diferencidvel e calcule ¥ (z).

(Exercicio 6.9 de [2]) Mostre que se f é uma funcao diferencidvel em R
verificando a condicad

/Oxf(t)dt:xf(x), Ve e R

entdao f é uma fungao constante. (Sugestao: derive ambos os membros da
igualdade anterior).

Mostre que a funcao seguinte nao depende de x:

senx 1

- —cosz V ]- - t2
(Exercicio 6.16 de [2]) Calcule

() dt, x € [0, g] .

s sent3dt
hm —_— .
x—0 1’4

Calcule os limites:

2
arctan x T te\/f dt
a) lim :1:/ sin(t?) dt, b) lim z!o - :
e=too Jr/a w0t [T (eVE— 1) dt

(Exercicio 6.53 de [2]) Seja f uma fungao continua em R e tal que f(x) > 0
para qualquer z € R e F(z) = [ f(t)dt.

(a) Justifique que F' é diferenciavel em R e calcule F'(x).

(b) Mostre que F' ¢ estritamente crescente e que, para x € R\ {0},
zF(x) > 0.

(c) Prove quese f tem limite positivo quando z — 400, entao lim,_, ., F'(x) =
+00. Mostre, por meio de exemplos, que se for lim, ., f(z) = 0,
entao lim, ., ., F'(z) pode ser finito ou +oco.

(Exercicio 6.46.c) de [2]) Seja f uma fungao continua em R e

LS f@)dt sex#0
F(z) = { f(0) sex =0

Prove que F' é continua em R e diferencidvel em R\ {0}; mostre que, nas
condicoes indicadas, F' pode nao ser diferenciavel em 0.

(Exercicio VI.15 de [1]) Sejam u e v fungoes continuas em R e tais que,

para cada x € R:
/ u(t) dt = / v(t) dt,
a b

onde a,b € R. Mostre que u = v e fab u(t) dt = 0.



16. Sejam f : R — R e g : R — R duas fungoes integraveis em qualquer
intervalo limitado e a seguinte propriedade:

If(t)dt:2/:f(t)dt Vr € R,

/ g(t)dt =0 VzeR.

a) Mostre que se f é par e g é impar entao verificam (1).

b) Mostre que se f e g sao continuas e verificam (1) entao f é par e g é
impar.

c¢) Fornega exemplos de fungdes f e g que verificam (1) e que nao sejam
par nem impar, respectivamente.

Outros exercicios (resolvidos): 6.4, 6.6, 6.12, 6.17, 6.19, 6.20, 6.55 de [2].

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao a Anédlise Matematica, Fundagao
Calouste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

[2] Exercicios de Andlise Matemética I e II, IST Press, 2003.
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1. Calcule

2. Calcule

1
a) / log x dx,

c) /0 log(1 + /z) dz,

4 cosx
e) — dx,
o senx + cosx

c)/ll\‘*/idx d)/ltgx.

1

1
1
b —— arctan x dx,
) /0 (x4 1)2
sin 2x

/3
d — dx,
)/0 1 +sintx .

f —dx.
)/_2 ?+4x+5 .

3. (Exercicios 6.23, 6.24, 6.26, 6.32 de [2]) Calcule

a) / x arctg x dz,
1

1
1
d)/ dz,
0 T—3

4. (Exercicio V.9 de [1]) Sendo F'(z)

b)/o
e) /24

—J1 ot

7(2)

1 T
t
arcte T dz, c) / sen® x dx,
1+ 22 0
3 1
1
* dx, f) / ——dt
r—1 o e+ e?
zq t241

et dt, x > 0, mostre que

—F(x).

5. Seja f: RT — R uma funcao continua. Define-se F' : Rt — R através da
1

expressio F(z) = [¢* f(tz)dt. Justifique que F ¢ diferencidvel em R*, e

Fla)= (mF(x) ey (é)) 0.

(Sugestao: considere a mudanga de variavel tz = y.)

mostre que

6. Mostre que, para qualquer x > 0,

S|
dt =
/11+t2

1
1
[l
e L4t

(Sugestao: use uma substituicao de variavel adequada.)



7. Considere a fungao F' : R — R definida por F(z) = / e~ dt. Mostre
0

10.

11.

12.

que

/0 F(m)d:z::F(l)—%+2—1e.

(Sugestao: use integragao por partes.)

(Exercicio 6.45 de [2]) Uma funcao f : R — R diz-se periddica de periodo
T > 0, sse Ve € R, f(x) = f(x +T). Mostre que, se f é continua e
periodica de periodo 17" > 0, entao

z+T
(a) G(z) = / f(t) dt é uma funcao constante em R.

(b) Sendo F' uma primitiva de f, F' serd também periddica de periodo
T sse fOTf(t) dt = 0.

. Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das fungoes:

a) flx)= [y e dt,
b) g(x) = J; gz .
c) h(z) = [['(x —t)e” dt.

Considere a funcao

eQx_eac
{ —, sex #0,

0, se v = 0.
a) Justifique integrabilidade da fungao f, em qualquer intervalo limitado
de R.

b) Definindo W(x) = [; f(s)ds, justifique que se trata de uma fungao
diferencidvel em R, e calcule ¥'(z),z € R.

4
Considere a fungao de variavel real definida por ¢(z) = f; |t1|i t; dt.

a) Calcule os zeros e o sinal de 1;

b) Mostre que ¢(x) < %maxte[o,l] log (}i—ﬁ) , Veer.

(Exercicio 6.49 de [2]) Supondo que f é uma fungao diferencidvel em R e
tal que, para qualquer = € R, f(z) <0 e f'(x) < 0, considere a funcao g

definida em R por
22 —42+3
s = [ s
0

(a) Determine os intervalos em que g é monétona, os seus pontos de
méaximo ou de minimo e as raizes da equagao g(z) = 0. Estude
ainda o sentido da concavidade do gréfico de g.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

(b) A funcao g é majorada? E minorada?

(Exercicio 6.56 de [2]) Considere a fungio f(z) = [>° <t dt,

T
(a) Determine o seu dominio e mostre que f é par.
(b) Mostre ainda que é diferencidvel e calcule a sua derivada.

(c) Mostre que existe a > 0 tal que f é mondtona e limitada em |0, af.
Que pode concluir da existéncia de lim, o f(z)?

(Exercicio 6. 51 de [2 ]) Sendo P(z) = =52 se x # 0 e ¢(0) = 0, considere
a funcdo g(z) = [ &(

(a) Justifique que g é impar.
(b) Determine ¢'(z), para x # 0 e ainda ¢'(0).

(c¢) Indique as abcissas dos pontos onde o grafico de g tem tangente
horizontal. Justifique que ¢ é estritamente crescente.

(d) Justifique que g é limitada.

(Exercicio V.14 de [1]) Considere a fungao ¢ :]0, +0o[— R definida por

* t

a) Calcule ¢(2).
b) Mostre que ¢ é diferenciavel e calcule ¢'(x).

c) Estude ¢ do ponto de vista do crescimento e mostre que hd um sé
ponto ¢ > 0 tal que ¢(c) =

Calcule as areas de cada uma das seguintes regioes do plano:

a) {(z,y) e R? 1 2® <y < [af},
b) {(z,y) ER® 12 >0, y > w, y >a®, y < da},
c) {(z,y) eR*:0<y<logxAx<a}, a>1l

(Exercicio V.11 de [1]) Calcule a &rea limitada pelas linhas de equagoes:

)
)
c) y=1,y= 27z, e v = —8y,
) y=<rey=r,
)

fYy=e"y=1—z,x=1.

Calcule a area limitada pela elipse de equagao %2 +y? =1



19. (Exercicio 6.61 de [2]) Calcule a drea de regiao plana definida pelas condigoes
22+ 2 <4dey>+3a2

20. (Exercicio 6.62 de [2]) Calcule a drea de regiao do plano limitada prlo
grafico da funcao y = arctg x e pelas rectas de equagao r =1 e y = 0.

21. (Exercicio 6.63 de [2]) Calcule a drea de regiao plana consitituida pelos
pontos (z,y) € R?, que satisfazem as condigoes seguintes:

m
Yy > —x°, y < arctg x.

OSySE, >
4 16

22. (Exercicio 6.70 de [2]) Calcule a drea da regiao do plano limitada pelas
curvas de equagoes
y = logx, y = log” x.

Outros exercicios (resolvidos): 6.35, 6.39, 6.48, 6.57, 6.60, 6.68, 6.71, 6.76,
6.79a) de [2].

[1] J. Campos Ferreira. Introducdo a Andlise Matematica, Fundagao
Calouste Gulbenkian, 8* ed., 2005.

[2] Exercicios de Andlise Matemética I e II, IST Press, 2003.
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1. Para cada uma das seguintes séries, estude a sua convergéncia, calcu-
lando, se possivel, a sua soma.

n=1 n=0
- 1 = 1
d
°) ;(n—l—l)(n—i—Q) >;n2—1’

SN 3+ (1)
1\ n+2
n=1 n=1
e n e (_1)71 —n+1
1
1) ; g<n+1>7 .]) ; 9—n+1 )
0 22n +1

~ AT~
Z vn+1yn ' I)HZO 3

n=1

- 1 1 - n\o—n
T D B S e,
n=1 n=0
; arctg (n + 1) — arctg (n), p) ;arcsin (nil) :

2. Determine a natureza das seguintes séries usando critérios de con-
vergéncia apropriados: :

- n+1 - 2" . n—4
- - b - B
a)nz_o n34n24+1 )nz_on“rn!’ C);n“—l’
= “1+2m = n "
DY DY 03 (507 )
'7 _ n? )
— (2n)! c=1-2 = \2n+ Vn



1 n=1 n=1
e Etn  wEer
q) :_Olnsen%, r) g sen%, s) :; lo;n

© One_?’ )z;n;i%’

0 i Ly i o

o )Y e
) o_o OUSE f}W .

4. (Exercicio 2.13 de [2]) Determine a natureza de cada uma das séries

1+ (=) K240 &K 2n—1\"
S R Y ()

n=1 n=1

5. (a) Determine a natureza das séries

s 1 RS 1 I 1 . > 1
1);nlogn’ H);nlog2n’ Hl);nﬂogn’ W);\/ﬁlogn'

(Sugestao: Utilize o critério do integral para i) e ii) e o critério de
comparagao para iii) e iv).)



(b) Justifique que as séries
Z 1 Z 1
—n log®n’ — n®logn

divergem para < 1 e convergem para a > 1.

6. (a) Justifique que se f é uma fungao tal que
lim /) =L eR",
z—0t X

entdo, para qualquer sucessao a, > 0 com a, — 0, as séries > a,
e > f(a,) tém a mesma natureza.

(b) Determine a natureza das séries seguintes:
1
Z sen (E) , Z <6n°‘ — 1> , Z arctg (E) .
n=1 n=1 n=1

7. (Exercicio 2.15 de [2]) Sendo (a,) o termo geral de uma sucessao de
termos positivos, indique, justificando, a natureza das séries

> (l+a,), > n2ian.

8. (Exercicio 2.17 de [2]) Seja (a,) uma sucessao de termos positivos e
(b,) uma sucessao limitada.

a) Mostre que a convergéncia da série Y a,, implica a convergéncia da
série > a,by,.

b) Use o resultado anterior para provar que se a série »_ a, converge
entdo tambem converge > a?.

¢) Mostre, por meio de um contraexemplo, que a reciproca da pro-
posigao anterior é falsa.

9. Determine a natureza das séries:

SDIE G P

n

o) g(—l)"sin (%) f) g (1;;3:.



10.

11.

12.

13.

14.

(Exercicio 11.17 de [1]) Determine se sdo absolutamente convergentes,
simplesmente convergentes ou divergentes as séries:

— (—1)" — (=1)"n
a)z<\/ﬁ>’ b)z(nh)rl’
1)

—

n=

= (=1)"n = (=)
C>Z(n+2’ d)z(:an)'

=0 n=0

3

Determine para que valores de x € R as seguinte séries convergem
absolutamente, simplesmente ou divergem:

n=0 n=0
& (21,)371 o ( 1)n22n n
d
°) ;) n+1’ ) ; 2n ’

(Exame 9-1-2006) Determine para que valores de x € R a seguinte série
converge absolutamente, simplesmente ou diverge:

(nz)"
(n+1)»

hE

Il
=)

(Exame 23-1-2006) Determine para que valores de x € R a seguinte
série converge absolutamente, simplesmente ou diverge:
i nl(z —1)"

— n!+1

(Exercicios 2.34, 2.35, 2.43, 2.44 de [2]) Determine para que valores

reais de x sao absolutamente convergentes, simplesmente convergentes
e divergentes as séries

2) i(xil)n b)

nx" 1 [xz-—2\"
i 90X ()

n=0
o0 27’1,
_]_n

n=0 n=0



15. (Exercicio I1.18 de [1]) Determine os intervalos de convergéncia das
séries seguintes, indicando em que pontos é cada série simplesmente ou
absolutamente convergente:

b 2n+1
a>n§(2n+1)!’ >;2n+1$ ’ C>n§ 311
2 (z+a)" = (5x + 1)
Q) > ) D
n=0 n=0

16. (Exercicio 2.50 de [2]) Suponha que a série de poténcias de x

E anx’

é convergente no ponto —3 e divergente no ponto 3:
a) Indique, justificando, se a convergéncia da série no ponto —3 é sim-
ples ou absoluta.

b) Indique o conjunto dos valores de x para os quais a série é absolu-
tamente convergente e o conjunto dos valores de x para os quais a
série é divergente.

¢) Dé um exemplo de uma série que verifique as condigoes requeridas
no enunciado.

17. Calcule a soma e o dominio de convergéncia das séries seguintes:

a) 3 (=), b) Z%an”,
— (=" ont1 — (=14,
¢) nzzom(x—i-l) : d) 2 Wx

18. Desenvolva as seguintes funcoes em série de Taylor no ponto a, indi-
cando o menor intervalo aberto onde esse desenvolvimento é valido.
Aproveite para determinar as respectivas derivadas de ordem n em a.

a) f(z) = e, a=0, b) f(2) = g, a=0,

c¢) f(z) =cos(z + 1), a=—1, d) f(x) =logz, a=2,



e) f(x)—/oxet2dt, a=0, f) f(:c)—/ox sent’dt, a=0,

1 1
g)f(x):ma a=0, h)f(m):1+x’ a=1,
i) f(r) = arctgz®, a =0, j) f(z) =log(z* +1), a=0.

19. (Exercicio IV.16 de [1]) Quando possivel, desenvolva em série de Mac-
Laurin as funcgoes:

a) r3 + 1, b) logz, c) log(z + 3),
1 1 1
O o= i R P v

1 .
g) —,, h) x arctg z, i) senxcosz,
NG
Para os desenvolvimentos que nao for possivel obter, explique a razao
desse facto; para os que tiver obtido, indique o intervalo em que repre-
sentam a funcao considerada.

20. (Exercicio IV.17 de [1]) Questao andloga a anterior, sendo os desen-
volvimentos em série de Mac-Laurin substituidos por desenvolvimentos
em série de Taylor relativa ao ponto 1 e as fungoes a desenvolver subs-
tituidas por:

1
a) 2 —x + 1, b) e c) e,
d) xlogz, e) ﬁ, f) 2% (x — 1),
9@ -172  Walege—1), ) Va-T,
A

21. Considere a funcao f(x) = T
— 2z

(a) Desenvolva f em série de poténcias de x e indique um intervalo

aberto no qual a fungao coincide com a série obtida.

(b) Utilize o desenvolvimento em série encontrado para determinar
f™(0) e justifique que f tem um minimo local em 0.



22.

23.

24.

25.

(Exercicio 4.158 de [2]) Desenvolva em série de poténcias de z — 1 a
funcao f(z) = (x — 1)e” e indique os pontos em que a soma da série
obtida é igual ao valor da funcao. Aproveitando o desenvolvimento
obtido, calcule f™(1).

(Exercicio 4.146 de [2])

. . " . , . " . _1)n
(a) Determine o raio de convergéncia da série de poténcias ) (gn \/27

e indique, justificando, em que pontos é que a série converge ab-
solutamente.

(b) Supondo que a fungao g é definida pela igualdade

g(x)ZZ%

n=1

no conjunto de todos os pontos onde a série é convergente, calcule
g(1) e ¢"(1) e escreva a série de Taylor no ponto 1 da fungao

r+g'(v).

(Exercicio 4.154 de [2]) Desenvolva em série de MacLaurin a fungao
o(x) = zlog(1 + 2?) e aproveite o desenvolvimento para justificar que
a fun¢do tem um minimo no ponto 0 (mostre que ¢'(0) = ¢"(0) =
¢"(0) = 0 e observe o sinal de ¢*(0)).

Desenvolva a funcao

$2
o(z) = / log(1 + %) dt
0
em série de MacLaurin, indicando o menor intervalo aberto onde esse

desenvolvimento é valido. Decida se ¢ tem um extremo em 0; em caso
afirmativo, classifique-o.

Outros exercicios: 2.8, 2.11, 2.18, 2.19, 2.20, 2.25, 2.27, 2.33, 2.46, 2.51,
4.142, 4.145, 4.152, 4.156 de [2].

[1] J. Campos Ferreira. Introdugao a Andlise Matemadtica, Fundagao
Calouste Gulbenkian, 8a ed., 2005.

[2] Exercicios de Andlise Matemética I e II, IST Press, 2003.



