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Seja M C R™ uma variedade e T'M o seu fibrado tangente. O fibrado
de esferas unitarias de M, SM C T'M, é definido por

SM = {(p,v) € TM : |v| =1}.
Mostre que SM é uma variedade.

Teorema da Pilha de Discos. Seja f : X — Y, com X compacta e
dimX = dimY. Seja ¢ € Y um valor regular de f. Mostre que se
tem f~1(q) = {p1,...,pr} e que existe uma vizinhanga aberta V > q e
vizinhangas abertas disjuntas U; 3 p;,j = 1,...,k, tal que f~1(V) =
UyJ---UUg, sendo f:U; — V,j=1,...,k difeomorfismos.

Conclua que a fungao ff : Y — Ny, com #f(q) = cardinal de f~(q), é
localmente constante no sub-conjunto de Y dado pelos valores regulares

de f.

Seja P(z) um polinémio ndo constante na variavel complexa z € C. P
define uma aplicacao diferencidvel P : S* — S? onde S* = C U {oc}.
(Em oo € 5? toma-se a coordenada complexa local w = 1/z e define-se
P(c0) = 00.)

Demonstre o Teorema Fundamental da Algebm: P tem um zero.

(Sugestao: Mostre que P é sobrejectiva. Utilize o exercicio anterior e
o facto de P’ nao ser identicamente zero.)

Seja M,,(C) o conjunto das matrizes n x n complexas e considere o
subconjunto das matrizes unitarias

U(n) = {M € M,(C): M*'- M = I,}.

Mostre que o grupo U(n) é uma variedade.

Mostre que qualquer subconjunto fechado C' C M de uma variedade
M é o conjunto de zeros de uma funcao diferenciavel f : M — R.

(Sugestao: O resultado é vélido quando M = R™. )
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Considere S' — 52, onde S' é enviada para o equador. Identificando
pontos anti-podais, obtemos Py — P%. Mostre que PL nio pode ser
obtido como conjunto de nivel regular de uma funcio de classe C! em
P2.

Seja f : M — N uma submersao. Mostre que, localmente, f é da
forma R™ — R" onde (z1,...,2m) — (z1,...,2y).

Mostre que qualquer conjunto fechado C' C R", pode ser obtido como
interseccao da subvariedade R" «— R"™"! com outra variedade M C
R™*!. Em que situacoes ¢ que esta interseccao é transversal ?

Teorema da fibracao de Ehresmann. Seja 7 : Y — B uma submersao
propria. Mostre que 7 é uma fibragao localmente trivial: Vp € B, 4 uma
vizinhanga U 3 p em B e um difeomorfismo ¢ : U x 77 1(p) — 7~ 1(U),
tal que m(¢(u,v)) = u, para (u,v) € U x 7 *(p).

(Sugestao: Como o problema é local, podemos tomar B = R", p = 0.
Utilize o resultado do problema 7) e uma particao de unidade para
mostrar que existem campos vectoriais X;,7 =1,...,n, em E, tal que
Dn(X;) = 9;. Seja ¢ o fluxo de X;. Defina ¢(u,v) = ¢, o---0p? (v).)

Dé um contra-exemplo ao teorema do problema 9), no caso de 7 nao
ser propria.



