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Apresente todos os cálculos e justificações relevantes

1) Seja φ : R3 → R3 com φ(x, y, z) = (x+ y2, y + z, z). Seja

X(x, y, z) = −y ∂
∂x

+
∂

∂y
+ z

∂

∂z
∈ X (R3).

a) Determine se φ é ou não um difeomorfismo de R3 → R3.(3 v)

b) Mostre que(3 v)

(DφX)|(x,y,z)
= (y − z)

∂

∂x
+ (z + 1)

∂

∂y
+ z

∂

∂z
.

c) Calcule [X,DφX].(3 v)

2) Seja ω ∈ Ω1(Rn), X, Y ∈ X (Rn). Mostre que(3 v)

dω(X, Y ) = X · ω(Y )− Y · ω(X)− ω([X, Y ]).

3) Seja G um grupo de Lie. A sua forma de Maurer-Cartan, η, é definida
por

ηg : TgG → TeG,
Xg 7→ DLg−1Xg, ∀g ∈ G.

Note que η é uma forma-1 com valores no espaço linear TeG, com
η(X)(g) = ηg(Xg),∀X ∈ X (G), g ∈ G.

a) Verifique que se X ∈ XL(G) então η(X)(g) = Xe,∀g ∈ G.(2 v)

b) Sejam X, Y ∈ XL(G). Utilize o problema 2) para mostrar que(2 v)
dη(X, Y ) + [η(X), η(Y )] = 0.

c) Mostre a equação de Maurer-Cartan:(2 v)

dη(X, Y ) + [η(X), η(Y )] = 0, ∀X, Y ∈ X (G).

4) Sejam M,N variedades orientadas de dimensão m e n respectivamente.(2 v)
Considere as projecções naturais pM : M×N →M e pN : M×N → N .
Sejam ω ∈ Ωm(M) e η ∈ Ωn(N). Mostre que∫

M×N

p∗Mω ∧ p∗Nη =

(∫
M

ω

)
·
(∫

N

η

)
,

onde a orientação em M ×N é a induzida de M e N da forma natural.


