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Apresente todos os cálculos e justificações relevantes

1) Recorde o grupo de Lie de dimensão 3,

SL2(R) =

{
g =

[
a b
c d

]
∈M2(R) : ad− bc = 1

}
.

Considere a acção natural de SL2(R) em R2 dada por
g · (x, y) = (ax + by, cx + dy), g ∈ SL2(R). Considere ainda os três
subgrupos a 1 parâmetro seguintes, com t ∈ R:

α(t) = exp

(
t

[
1 0
0 −1

])
=

[
et 0
0 e−t

]
, β(t) = exp

(
t

[
0 1
0 0

])
=

[
1 t
0 1

]
,

e

γ(t) = exp

(
t

[
0 0
1 0

])
=

[
1 0
t 1

]
.

a) Determine Dg(x, y) (onde g(x, y) = g · (x, y)).(2 v)

b) Mostre que os campos vectoriais em R2,(3 v)
Xα(x, y) = d

dt |t=0
α(t) · (x, y), Xβ(x, y) = d

dt |t=0
β(t) · (x, y)

e Xγ(x, y) = d
dt |t=0

γ(t) · (x, y), são dados por

Xα = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
, Xβ = y

∂

∂x
, Xγ = x

∂

∂y
.

c) Determine o fluxo de Xβ −Xγ.(3 v)

d) Mostre que(3 v)

[Xα, Xβ] = −2Xβ, [Xα, Xγ] = 2Xγ, [Xβ, Xγ] = −Xα.

e) Mostre que a acção fornece um homomorfismo de álgebras de Lie(2 v)
ψ : LieSL2(R) → X (R2).

VSFF



2) SejaG um grupo de Lie. Se g ∈ G, a translação à direita por g é definida(3 v)
por Rg(h) = hg. Um campo vectorial X ∈ X (G) diz-se invariante à
direita se DRgX = X,∀g ∈ G. Seja X um campo invariante à direita
e seja Y ∈ XL(G). Mostre que [X, Y ] = 0.

3) Seja N uma variedade-n orientada, compacta, com ∂N = ∅. Seja
i : M ↪→ N uma subvariedade-m orientada, compacta, com ∂M = ∅.
Suponha que ∃ωM ∈ Ωn−m(N) tal que ∀ω ∈ Ωm(N) se tem∫

M

i∗ω =

∫
N

ω ∧ ωM .

a) Mostre que dωM = 0.(2 v)

b) Seja j : A ↪→ N uma subvariedade-(m+1) orientada, com j(∂A) =(2 v)
i(M) (como variedades orientadas).

Suponha que ∃ωA ∈ Ωn−m−1(N) tal que ∀η ∈ Ωm+1(N) se tem∫
A

j∗η =

∫
N

η ∧ ωA.

Mostre que dωA = (−1)m+1ωM .


