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Resolucao abreviada
1. Considere a funcdo dada por
e (g 0,0
g(w,y) = =+ (’y)f(’ )
O (x7y> -

(2 val.) (a) Mostre que o limite lim, 40,0y 9(2, y) ndo existe.
Resolucao: Os limites de g na origem relativos as rectas y = mx:

. ma? + 23 m
lim — 2.2 2
z—0 12 + m2x 14+m

variam em fungdo de m, portanto o limite lim, ). (0,0) 9(2, y) ndo existe.

(2 val.) (b) Calcule, se existir, a derivada de g no ponto (0,0), segundo o vector (1,1).
Resolucao: A derivada é dada pelo limite:
tt) — 20 11
lim g( ) ) 9(070) = lim 2t2 — lim — 4= 7
t—0 t t—0 t t—0 \ 2t 2

que nao existe.

2. Seja g : R? — R? tal que g(2,1) = (1,1) e g é diferencidvel no ponto (2,1) com matriz
Jacobiana

1 0
Dg(2,1)—[3 1].
Seja ainda f : R? — R dada por f(z,y) =sin(3(z — 1)) + .

(2 val.) (a) Calcule D(fog)(2,1).
Resolucao: Pelo teorema da funcao composta:

D(f o 9)(2.1) = DSaC D921 = [3 1] | 5 T] =16 1],

(1 val.) (b) Sendo k(z,y) = g(x + 1, f(x,y)) calcule Dk(1,1).

Resolugdo: k é a composicdo goh, onde h(z,y) = (z+ 1, f(x,y)). Pelo teorema
da funcao composta:

Dk(1,1) = D(g o h)(1,1) = Dg(h(1,1))Dh(1,1) = Dg(2,1)Dh(1, 1)
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(3 val.) 3. Determine e classifique os pontos criticos da fun¢3o definida por h(z,y) = 2% —2xy+xy°.

Resolucao: A equacao vectorial,
Vh(z,y) = (22 = 2y + y*, =2z + 2zy) = (0,0),

tem como solugdes os pontos (z,y) = (0,0), (x,y) = (0,2) e (x,y) = (1/2,1), pelo que
estes sdo os Unicos pontos criticos.

A matriz hessiana de h é:

2 —242y
-2+ 2y 2x '

Hy(z,y) = {

Para os pontos (0,0) e (0,2) o determinante deste matriz é negativo, logo a matriz tem
um valor préprio positivo e outro negativo e, portanto, (0,0) e (0,2) sdo pontos em sela.
Para o ponto (1/2,1)

mazy =0 4|
cujos valores préprios sdo ambos positivos, portanto (1/2,1) é ponto de minimo relativo.
4. Considere o conjunto definido por
S={(z,y,2)eR*:0<w<1;0<y<1;0<z<2—2*—9*}
Escreva uma expressao para o volume de S em termos de integrais iterados da forma:

@val)  a) [(J(f dz)dy)des

Resolucao:

mwﬁxfu%ﬂ@@w

(2 val.) b) [([([ dx)dy)d=.

Resolucao:

m$fu“uwgﬁwwxﬁxl“%@@w
LT e ) e

(3 val.) 5. Usando uma mudanc¢a de coordenadas apropriada calcule o volume do sélido

B={(r,y,2) eR*: 2 +22<1+y*;0<y<1l;2>0;2>0}.



(3 val.)

6.

Resolugdo: Em coordenadas cilindricas (p, 6, y) tem-se:

voI(B):/Og (/01 (/Ompdp> dy> dezg.

Considere o conjunto A = {(z,y) € R? : 1 < 2? +y?> <4}. Seja f: R*\ {(0,0)} - R
dada por f(z,y) = g(\/22 + y?) onde g : Ry — R € uma fung3o de classe C" tal que
ff g(r)rdr = . Mostre que

/A h=2r (49(2) — g(1) — 2a),

onde i : R*\ {(0,0)} — R é definida por h(z,y) = Vf(z,y) - (z,y).

Resolucao: Pelo teorema da funcdo composta:
Vi(z,y) =g (r)/ry/r),
onde r = \/m Assim:
W, y) = g'(r)(z/ry/r) - (x,y) = g'(r)r.

Mudando para coordenadas polares no integral fA h, tem-se:

27 2
/h = / /g'(r)r.rdrd&
A o J1
2
27?/ g (r)r?dr
1

= 27?([g(1”)7’2ﬁ— /1 : g(r).ZTdT)
= 2m(49(2) — g(1) — 20),

usando integracdo por partes na pendltima passagem.



