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Resolucao abreviada

1. Considere a funcdo dada por

D20 (. y) # (0,0)
) { 0 (ey) = (0,0)

(2 val.) (a) Mostre que f é continua na origem.
Resolucdo: f é continua na origem, porque lim; ) (0,0) f(2,y) = f(0,0) = 0,
pois:
ry — 223 _ ey — 223 < |zy| + 2|23 < r? + 2r3 o
/.732 + y2 r r r
com lim, o+ 7 + 2r? = 0 (critério de majoragdo).
(2 val.) (b) Calcule, se existir, a derivada de f no ponto (0,0) segundo o vector (1,1).
Resolucao: A derivada é dada pelo limite:
t2—243
t,t) — —0 t — 2t2
lim ft.8) = £(0,0) = lim 22 = lim

t—0 t t—0 t t—0 4/2#2 '

Este limite n3o existe, pois os seus limites laterais s3o diferentes.

2. Seja f: R?* — R? tal que f(2,3) = (2,3) e f é diferencidvel no ponto (2, 3) com matriz
Jacobiana

1 2
Df(2,3) = [0 1 } :
Seja ainda g dada por g(t) = (2t,cos(nt/2) + 3), para qualquer t € R.
(2 val.) (a) Calcule D(fog)(1).
Resolucao: Pelo teorema da funcao composta:

D(fog)(1) = Dfta)Da) = D23 | 2, | =207 ).

(1 val.) (b) Calcule D(f o f)(2,3).
Resolucao: Pelo teorema da funcao composta:

D(fo[)(2,3) = Df(f(2,3))Df(2,3) = Df(2,3)Df(2,3)

ovenan-[32][22]-[ 4]

ou seja



(3 val.)

(2 val.)

(2 val.)

3. Determine e classifique os pontos criticos da fungdo definida por g(x,y) = y*+222 —4xy.

Resolucao: A equacao vectorial,
Vy(z,y) = (4o — 4y, 4y° — 4x) = (0,0),

tem como solugdes os pontos (x,y) = (0,0), (z,y) = (1,1) e (z,y) = (—1,—1), pelo
que estes sdo os linicos pontos criticos.

A matriz hessiana de g é:
H, (2, y) = 4  —4
ABYZ g g2 |
logo
4 —4
moo-[ 4 ]
O determinante desta matriz é igual a -16, logo a matriz tem um valor préprio positivo

e outro negativo e, portanto, (0,0) é um ponto em sela. Para os pontos (z,y) = (1,1)
e (z,y) = (—1,—1) a matriz Hessiana é dada por

—}
Hy(+1,41) = [ o ]

Temos det H,(+1,£1) = 32, logo os valores préprios da matriz tém o mesmo sinal.
Como o traco da matriz é igual 16, podemos concluir que os valores préprios sao positivos
e portanto os pontos (+1,+1) sdo pontos de minimo relativo.

. Considere o conjunto definido por

S={(r,y,2) eER*: 2 +y* < 1; 0 <2z <3 +y}.
Escreva uma expressao para o volume de S em termos de integrais iterados da forma:

a) [(J([J dz)dy)dx;

Resolucao:

wits) = [ ( /C ( / Mz) dy) ”

b) [(J(J dz)dy)d=.

Resolucao:

wis= [ ([ (2 Dvae)an)ass [ ([ ([0 )



(3 val.)

(3 val.)

5.

6.

Usando uma mudanca de coordenadas apropriada calcule a massa do sélido
B={(r,y,2) eR*: 0<y<a®+2%; y<V2—a2—22}

sabendo que a fun¢do densidade de massa é dada por o(x,y, z) = 2y.

Resolugao: Em coordenadas cilindricas (p, 0, y) tem-se:

= [ ([ ([ i) ar) -5

Prove o Teorema de Pappus: Se R é uma regido limitada no 1° quadrante do plano zy
com area A > 0, entdo o volume do sélido que se obtém por rotacdo de R em torno do
eixo Oy é dado por

V =2nAz,

onde x é a coordenada x do centrdide da regido R.

Resolugdo: Em coordenadas cilindricas (p, #,y) o volume do sélido é dado por

2m
vo|:/ //pdpdyd@z?w//pdpdy.
0 R R

Uma vez que a coordenada x do centrdide é dada por

_ 1
;E—Z//Rxdxdy

podemos concluir que o volume é dado por V = 27 AZ.



