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Resolução abreviada

1. Considere a função dada por

f(x, y) =

{
xy−2x3√
x2+y2

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

(a) Mostre que f é cont́ınua na origem.(2 val.)

Resolução: f é cont́ınua na origem, porque lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = f(0, 0) = 0,
pois: ∣∣∣∣∣ xy − 2x3√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ =
|xy − 2x3|

r
≤ |xy|+ 2|x3|

r
≤ r2 + 2r3

r
= r + 2r2

com limr→0+ r + 2r2 = 0 (critério de majoração).

(b) Calcule, se existir, a derivada de f no ponto (0, 0) segundo o vector (1, 1).(2 val.)

Resolução: A derivada é dada pelo limite:

lim
t→0

f(t, t)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

t2−2t3√
2t2
− 0

t
= lim

t→0

t− 2t2√
2t2
·

Este limite não existe, pois os seus limites laterais são diferentes.

2. Seja f : R2 → R2 tal que f(2, 3) = (2, 3) e f é diferenciável no ponto (2, 3) com matriz
Jacobiana

Df(2, 3) =

[
1 2
0 1

]
.

Seja ainda g dada por g(t) = (2t, cos(πt/2) + 3), para qualquer t ∈ R.

(a) Calcule D(f ◦ g)(1).(2 val.)

Resolução: Pelo teorema da função composta:

D(f ◦ g)(1) = Df(g(1))Dg(1) = Df(2, 3)

[
2
−π/2

]
=

[
2− π
−π/2

]
.

(b) Calcule D(f ◦ f)(2, 3).(1 val.)

Resolução: Pelo teorema da função composta:

D(f ◦ f)(2, 3) = Df(f(2, 3))Df(2, 3) = Df(2, 3)Df(2, 3)

ou seja

D(f ◦ f)(2, 3) =

[
1 2
0 1

] [
1 2
0 1

]
=

[
1 4
0 1

]
.



3. Determine e classifique os pontos cŕıticos da função definida por g(x, y) = y4+2x2−4xy.(3 val.)

Resolução: A equação vectorial,

∇g(x, y) = (4x− 4y, 4y3 − 4x) = (0, 0),

tem como soluções os pontos (x, y) = (0, 0), (x, y) = (1, 1) e (x, y) = (−1,−1), pelo
que estes são os únicos pontos cŕıticos.

A matriz hessiana de g é:

Hg(x, y) =

[
4 −4
−4 12y2

]
,

logo

Hg(0, 0) =

[
4 −4
−4 0

]
.

O determinante desta matriz é igual a -16, logo a matriz tem um valor próprio positivo
e outro negativo e, portanto, (0, 0) é um ponto em sela. Para os pontos (x, y) = (1, 1)
e (x, y) = (−1,−1) a matriz Hessiana é dada por

Hg(±1,±1) =

[
4 −4
−4 12

]
.

Temos detHg(±1,±1) = 32, logo os valores próprios da matriz têm o mesmo sinal.
Como o traço da matriz é igual 16, podemos concluir que os valores próprios são positivos
e portanto os pontos (±1,±1) são pontos de ḿınimo relativo.

4. Considere o conjunto definido por

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 1 ; 0 < 2z < 3 + y}.

Escreva uma expressão para o volume de S em termos de integrais iterados da forma:

a)
∫

(
∫

(
∫
dz)dy)dx;(2 val.)

Resolução:

vol(S) =

∫ 1

−1

(∫ √1−x2
−
√
1−x2

(∫ 3+y
2

0

1 dz

)
dy

)
dx

b)
∫

(
∫

(
∫
dx)dy)dz.(2 val.)

Resolução:

vol(S) =

∫ 1

0

(∫ 1

−1

(∫ √1−y2

−
√

1−y2
1 dx

)
dy

)
dz +

∫ 2

1

(∫ 1

2z−3

(∫ √1−y2

−
√

1−y2
1 dx

)
dy

)
dz.



5. Usando uma mudança de coordenadas apropriada calcule a massa do sólido(3 val.)

B = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < y < x2 + z2 ; y <
√

2− x2 − z2},

sabendo que a função densidade de massa é dada por σ(x, y, z) = 2y.

Resolução: Em coordenadas ciĺındricas (ρ, θ, y) tem-se:

M(B) =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(∫ √2−y2

√
y

2yρ dρ

)
dy

)
dθ =

5π

12
.

6. Prove o Teorema de Pappus: Se R é uma região limitada no 1o quadrante do plano xy(3 val.)
com área A > 0, então o volume do sólido que se obtém por rotação de R em torno do
eixo 0y é dado por

V = 2πAx̄,

onde x̄ é a coordenada x do centróide da região R.

Resolução: Em coordenadas ciĺındricas (ρ, θ, y) o volume do sólido é dado por

vol =

∫ 2π

0

∫∫
R

ρ dρ dy dθ = 2π

∫∫
R

ρ dρ dy.

Uma vez que a coordenada x do centróide é dada por

x̄ =
1

A

∫∫
R

x dx dy

podemos concluir que o volume é dado por V = 2πAx̄.


