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Apresente e justifique todos os calculos

1. Considere o conjunto

(1.5 val.) a)
Resposta:

(1.5 val.) b)

Resposta:

M={(z,y,2) €R® : +y+2"=0, z+y+2=0}.

Mostre que M é uma variedade e calcule a sua dimensao.

Seja F': R? — R? a fungio de classe C'! (na verdade C*°) definida por F(z,y,2) =
2¢ 1 2z

1 1 1

A caracteristica de DF' é igual a 2 excepto nos pontos (z,y, z) com z = z = 1/2, que
nio pertencem a M porque os pontos de M satisfazem a condicdo x + 2z = 2?2 + 2%
Logo, M é uma variedade e a sua dimensao é 1.

(22 4+y+22, z+y+2). Tem-seentdo M = F~1(0,0) e DF(z,y,2) =

Obtenha bases do espago tangente e do espago normal a M no ponto (1,—2,1).

2 1 2
DF(1,-2,1) = { L
do qual uma base é o conjunto das linhas da matriz: {(2,1,2),(1,1,1)}. O espago
tangente é o nicleo de DF(1,—2,1), que tem dimensdo 1 e por isso qualquer vector
ndo nulo do nicleo forma uma base, por exemplo {(1,0,—1)}.

] . O espago normal é o espago das linhasde DF'(1, -2, 1),

2. Considere a 2-variedade S = { (7,9,2) € R® : 2> +ay+y*>+22=3 }.

(2 val.) a)

Resposta:

(2 val.) b)

Resposta:

Mostre que numa vizinhanga do ponto (1,1,0) a condi¢do (x,y,z) € S pode ser
resolvida em ordem a x como funcio de classe C* de (y, 2) e calcule g—z(l,O).

Seja F': R?* — R a fung3o definida por F(z,y,2) = 2> + xy + y* + 22 — 3. Tem-se
S =F10), DF(z,y,z) = 2z +y x+2y 2z] e DF(1,1,0) =[3 3 0]. Como
F édeclasse C' e %—5(1, 1,0) # 0 concluimos que a equa¢do F'(x,y, z) = 0 define x
como funcdo de classe C' de (y, z) numa vizinhanca do ponto (y,z) = (1,0) e que
52(1,0) = =55(1,1,0)/85(1,1,0) = =3/3 = 1.

Calcule o méximo absoluto da funcdo f(z,y,2) =y em S.

Pelo método dos multiplicadores de Lagrange o maximo absoluto tem de ocorrer num
ponto (7,9, 2) € R? tal que Vf = AVF e (z,y,2) € S:

0 = MN2z+y)
1 = Mzx+2y)

0 = 2Xz

3 = 2?+ay+yi+2?

Da segunda equagdo conclui-se A # 0 e portanto a primeira e a terceira s3o equiv-
alentes a ter-se 2x +y = 0 e z = 0. Substituindo z por 0 e y por —2x na quarta



equacio obtém-se 3 = 322, ou seja, x = +1. Destas duas solucdes é z = —1 a que
conduz ao maior valor de y = —2x, pelo que o méaximo absoluto (que existe porque
a variedade é compacta) é 2.

3. Considere o campo vectorial

xr z
F(z,y,2) = (m Y m) -

(1.5 val.) a) Determine se F' é um gradiente no seu dominio.
Resposta: Temos que ¢(z,y,z) = 1log(z® + 2%) + $y* é de classe C' no dominio de F' e
F=Vo.
(1.5val.) b) Calcule o trabalho de F' ao longo do caminho (t) = (cost, e!,sent), t € [0, 4x].
Resposta:

[ Fedy= [ Vordr = o(4m) ~ 6(3(0)) = 6(1,¢,0) = 6(1,1,0) = 5" - 1)

4. Considere a superficie definida por
A={(z,y,2) €R® : y=1+Va2+22 2> +2°<4},

orientada segundo a normal unitdria n com n, < 0.

(2 val.) a) Calcule a drea de A.
Resposta: Seja g(p,0) = (pcos@,1+ p,psend),0 < p < 2,0 < 0 < 27 uma parametriza¢do de
A. Temos, 5 5
% = (cos#,1,sen ), 8_g = (—psenb, 0, pcos)
|52 xSl = pcost. —p. psenl| = V.
Logo,
2m 2 2 2
Va(A) = / 1 :/ / 99 @Hdpde:/ / V2pdpdf = 4V 2.
A o Jo ||Op OO o Jo
(2.5 val.) b) Utilizando o teorema de Stokes, calcule o fluxo de G(z,y,2) = (zy, —y* + 1,yz2)

através de A no sentido de n.

Resposta: Temos que divG = 0 e que o dominio (R?) de G' é um conjunto em estrela. Logo,
existem potenciais vector ® tais que rot & = (. E facil de verificar que uma escolha
possivel de potencial vector é dada por

2 2
O(x,y,2) = (—z% + z,O,x%) )



(2.5 val.)

Logo, pelo teorema de Stokes,

/G-n:/rotfb-n:j{ d - dg,
A A DA

onde g(0) = (2cos6,3,2send), 6 € [0,27], é uma parametrizagdo de A no sentido
compativel com n. Logo,

/AG n = ]gA d-dg = /0% d(g(0)) - ¢'(0)do = /OQW(18 — 4sen” 0)df = 327.

c) Calcule o fluxo de H(z,y,2) = (2222, y, —%) através de A no sentido de n.

Resposta: Temos div H = 1. Seja V = {(x,y,2) € R®: 1+ Va2 + 22 < y < 3}. Pelo teorema

(3 val.) 5.

Resposta:

da divergéncia,

/divH:/1:\/})(V):/H-n+/H-nT,
v v A T

onde T = {(z,y,2) e R3:y=3,2° + 22 <4} e ny = (0,1,0).

Ora,
27 2 3 28
W)= [ [ pdydpds = S,
o Jo Jitp 3

e H-nr=y=3emT, pelo que
/h'nT:?)‘/Q(T):127T.
T

Logo,
2
/H-n:—877'—1277':—§71'.
A 3 3

Seja g : I — R? a func3o de classe C™ definida no intervalo I = |0, 27| pela expressdo
g(t) = (sent,sen(2t)) e seja L = {g(t) € R* : t € I}. Mostre que g é uma fun¢do
injectiva e que fl—?(t) + 0 para qualquer t € I, mas que g~ : L — I n3o é continua. O
conjunto L serd uma variedade? Justifique cuidadosamente.

Sejam t,u € |0,27[. A condi¢do g(t) = g(u) é verdadeira se e s6 se sent = senu
e sen(2t) = sen(2u). A segunda equagdo é equivalente a sentcost = senwu cosu.
Logo, se sent # 0 temos também cost = cosu e portanto t = u. Por outro lado, se
sent = senu = 0 entdo t = u = w. Logo, em ambos os casos concluimos ¢t = u e
portanto g é injectiva. A derivada de g é %(¢) = (cost,2cos(2t)). Os dnicos valores
t € 10,2 tais que cost = 0 sdo 2 e 2T, nos quais cos(2t) tem o valor —1, pelo
que %(t) # 0 no dominio de g. Temos também (0,0) € L, pois (0,0) = g(m), e
g1(0,0) = m. Para g~! ser continua em L é necessdrio que seja continua no ponto



(0,0). Seja z, a sucessdo convergente de termos em L definida por x, = g(%) =
(sen <, sen 2). Tem-se lim, o 2, = (0,0) e, por isso, para g~ ser continua é necessario
que g '(x,) seja uma sucessio convergente com limite ¢g~1(0,0) = . No entanto
g Hzn) = g7 (g9(£)) = L e por isso g=* ndo é continua. Finalmente, L ndo é uma
variedade (de dimens3o 1) porque para qualquer £ > 0 existem no conjunto L N B.(0,0)
quatro pontos distintos (z,y), (z,—vy), (—x,y) e (—x,—y) com z # 0 ey # 0, e
portanto L n3o pode ser o gréfico de uma fungdo y = y(x) ou z = x(y) em nenhuma
vizinhangca do ponto (0,0). Para demonstrar a existéncia dos quatro pontos distintos
observamos que lim;_,o g(t) = (0,0) e que por isso existe algum ponto ¢ € ]0,7/2[ tal
que ¢(t) € B-(0,0). Fazendo (z,y) = g(t) tem-se entdo z # 0 ey # 0 e g(m — t) =
(sen(m —t),sen(2mr —2t)) = (sent, —sen(2t)) = (z, —y). Analogamente mostramos que
g(mr+1t) = (—z,y) e g2 —t) = (—z,—y).



