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Apresente e justifique todos os cálculos
duração: 90 minutos

Resolução
(1) Considere a função(3 val.)

h(x, y) =

5− 2
x3y2

(x2 + y2)2
, (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}

a, (x, y) = (0, 0).

Determine, justificando, o valor de a para que h seja cont́ınua na origem.

Resolução:

|h(x, y)− 5| = 2| x3y2

(x2 + y2)2
| ≤ 2|x(x2 + y2)2

(x2 + y2)2
| = 2|x| → 0,

quando (x, y) → (0, 0). Logo, se a = 5 então f será cont́ınua em (0, 0).

(2) Considere a função f : R2 → R3, definida por(2 val.)

f(x, y) = (xy, x + y, 2x),

e a função g : R3 → R1, de classe C1, tal que

Dg(1, 2, 2) =
[
2 1 2

]
.

Calcule a derivada de g ◦ f no ponto (1, 1), segundo o vector v = ( 1√
2
, 1√

2
).

Resolução:

∂g ◦ f

∂v
(1, 1) =

[
2 1 2

]
·

 1 1
1 1
2 0

 ·
[ 1√

2
1√
2

]
= 10/

√
2.

(3) Determine e classifique os pontos cŕıticos do campo escalar dado por(3 val.)

F (x, y, z) =
x3

3
− x +

3

2
y2 +

√
2yz + z2.

Resolução:

∇F (x, y, z) = (x2 − 1, 3y +
√

2z,
√

2y + 2z).

Logo, ∇F (x, y, z) = 0 nos pontos p± = (±1, 0, 0).



Temos,

Hf (p±) =

 ±2 0 0

0 3
√

2

0
√

2 2

 .

Os respectivos valores próprios são as ráızes de (±2− λ) · ((3− λ)(2− λ)− 2) = 0.
Assim, Hf (p+) tem valores próprios positivos λ = 2, 4, 1 e p+ é um ḿınimo local. Por
outro lado, Hf (p−) tem valores próprios λ = −2, 4, 1 e p− é um ponto em sela.

(4) O tempo t e as coordenadas (u, v) de um ponto em movimento no plano satisfazem o
seguinte sistema {

u2 + v2 = e2t + 1
u sen(π

2
u) = t.

a) Mostre que este sistema define, numa vizinhança do ponto (t0, u0, v0) = (1, 1, e), (2 val.)
uma função de classe C1, dada por

α(t) = (u(t), v(t)).

Resolução:
Seja, F (t, u, v) = (u2 + v2 − e2t − 1, u sin(π

2
u) − t). Então F (1, 1, e) = (0, 0) e

(1, 1, e) é uma solução do sistema. Temos,

DF (1, 1, e) =

[
−2e2 2 2e
−1 1 0

]
.

Logo,

det
∂F

∂(u, v)
(1, 1, e) = det

[
2 2e
1 0

]
= −2e 6= 0,

e o teorema da função impĺıcita garante que existe um caminho α(t), com t numa
vizinhança aberta de t = 1, tal que F (t, α(t)) = 0.

b) Calcule α′(1). (1.5 val.)

Resolução:
Temos F (t, α(t)) = 0, numa vizinhança de t = 1. Logo,

d

dt |t=1

F (t, α(t)) =

[
−2e2 2 2e
−1 1 0

]
·

 1
α′

1(1)
α′

2(1)

 = 0,

ou seja α′(1) = (1, e− 1
e
).

(5) Considere o conjunto

A = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2, x = y, x > 0}.
a) Mostre que A é uma variedade e determine a sua dimensão. (2 val.)

Resolução:



A é a porção com x > 0 do conjunto de ńıvel F−1(0, 0) da função F (x, y, z) =
(x2 + y2 − z, x− y).
Temos

DF (x, y, z) =

[
2x 2y −1
1 −1 0

]
.

Esta matriz tem caracteŕıstica máxima (= 2). Logo, A é uma variedade de dimensão
1.

b) Determine um vector tangente a A no ponto (1
2
, 1

2
, 1

2
).(1.5 val.)

Resolução:
temos,

DF (
1

2
,
1

2
,
1

2
) =

[
1 1 −1
1 −1 0

]
.

As linhas desta matriz geram o espaço normal a A no ponto (1
2
, 1

2
, 1

2
). Logo, por

exemplo, o vector (1, 1, 2) é tangente a A nesse ponto.
c) Parametrize A.(2 val.)

Resolução:
Tomemos g(x) = (x, x, 2x2) com x > 0. Temos, F (g(x)) = 0, pelo que g

parametriza A. Note-se que g é uma parametrização: é injectiva, a sua inversa é
cont́ınua e g′(x) = (1, 1, 2x) 6= 0,∀x > 0.

(6) Mostre que a função F : R2 → R2 definida por F (x, y) = (x2 − y2, 2xy) transforma(3 val.)
curvas ortogonais que passam no ponto (0, 1) em curvas ortogonais que passam no
ponto (−1, 0).

Resolução:
Temos,

DF (x, y) =

[
2x −2y
2y 2x

]
.

Sejam α(t), β(t) dois caminhos com α(0) = β(0) = (0, 1), que se cruzam ortog-
onalmente neste ponto, ou seja com α′(0) · β′(0) = 0. As suas imagens serão dois
caminhos F ◦α(t), F ◦β(t) que se intersectam em (−1, 0) = F (0, 1). Os seus vectores
velocidade nesse ponto serão

(F ◦ α)′(0) = DF (0, 1)α′(0) (F ◦ β)′(0) = DF (0, 1)β′(0).

Logo,
(F ◦ α)′(0) · (F ◦ β)′(0) =

= α′(0)T DF (0, 1)T DF (0, 1)β′(0) = α′(0)

[
0 2
−2 0

]
·
[

0 −2
2 0

]
β′(0) = 4α′(0) · β′(0) = 0.


