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Apresente e justifique todos os calculos

(2 val.) (1) Considere a fungdo f: R?\ {(0,0)} — R,
222 — 3
f(z,y) = cos (m :
Determine, justificando, se f é ou n3o prolongével por continuidade a origem.
Resolucao:
Temos lim,_o f(x, mz) = cos(z23), para m # 0. Logo, existem limites direccionais

distintos de f no ponto (0,0) e f ndo tem limite nesse ponto pelo que ndo é prolongavel
por continuidade. (Note-se que cos é uma fungdo continua.)

(3.5 val.) (2) Determine e classifique os pontos criticos da fungdo f(z,y) = ® — y* + xy.

Resolucao:
Temos Vf(z,y) = (32 + y,—2y + z). Logo, os pontos criticos sdo (0,0) e
L —1). Para (0,0),

(=5 1
0= 4],

e os valores préprios sio solucio de A(2+ ) — 1 = 0, ou seja sdo —1 £ /2. Existindo
valores préprios de H¢(0,0) com sinais opostos, concluimos que (0,0) é um ponto em

sela.
Para (—¢, —15),
1 1 -1 1
Hi(—= ——) =
(=513 [ ] _2],

e os valores préprios sdo solugdo de (1+A)(2+ ) —1 =0, ou seja A = # Sendo
ambos os valores préprios negativos, concluimos que o ponto (—%, —%) € um maximo
local de f.

(3) Considere a variedade-2 E C R? definida por
E={(z,y,2) e R®: 2® +2y* + 2> — 4 = 0}.

(2.5 val.) a) Determine os pontos de E onde o espago tangente é horizontal.

Resolucao:



Se o0 espaco tangente é horizontal entdo o espaco normal serd vertical. Logo, temos
de ter
VE(x,y,2) = V(2? +2y° + 2* — 4) = (21, 4y,22) = (0,0, 1),

para algum o € R. Logo (z,y) = (0,0) e portanto z = +2. A resposta é
entdo dada pelos pontos (0,0,2) e (0,0,—2); o que, alids, se verifica facilmente
esbocando F.

b) Justifique que, na vizinhanga do ponto (1,1,1) € E, é possivel descrever E como (2.5 val.)
o grafico de uma fung3o de classe C! da forma y = ¢(z, 2).

Resolucao:
Tem-se VF(1,1,1) = (2,4,2) pelo que §7(1,1,1) = 4 # 0. Pelo teorema da
funcdo implicita, a funcdo ¢ descrita no enunciado existe.

c) Calcule D¢(1,1), onde ¢ é a fungdo da alinea anterior. (2.5 val.)
Resolucao:

Seja ¢(z,2) = (z,¢(x, 2), z). Entdo Fotp = 0 numa vizinhang¢a de (z,2) = (1,1).
Logo

1 0
O0=D(Foy)(1,1)=[2 4 2]-| 2 22 1(1,1),
0 1

pelo que se obtem
Dy(1,1) = —5 -

]

d) Seja € > 0 suficientemente pequeno e ~(t) :]1 —¢,1 + ¢[— E o caminho y(t) = (2 val.)
(t,¢(t,t),t). Calcule v'(1).

N =

Resolucao:
Tem-se
dot.t) _ 9o, 90
dt  0r Oy
Logo,
(W)= (-5~ 5.1 = (1,-1,1)
’Y - I 2 2’ - Y 9 )

onde utilizdmos o resultado da alinea anterior. Em alternativa, uma vez que ()
descreve uma curva contida em E com (1) = (1,1,1), temos de ter 7/(1) -
VF(1,1,1) = 0, o que fornece prontamente a mesma resposta.

e) Determine os valores maximo e minimo da funcdo f(z,y,2) = 2x + 4y + 2? sobre (2 val.)
E.



(3 val.)

Resolucao:
Utilizando multiplicadores de Lagrange, temos o sistema:
{ 427+ 2% = 4
(2,4,22) = A(2z,4y,2z)
Temos A = 1ouz =0. Se A = 1l entdo x = y = 1 o que implica z = +1. Se
z=0entdo r =y = 1/\ o que implica A = i\/g ousear =y = j:\/g. Ou seja,

o sistema tem quatro solugdes p; = (1,1, —1),py = (1,1,1),p3 = (\/g, \/g, 0),ps =

(—\/g,—\/g, 0). Uma vez que E é compacta e f é continua existird, pelo menos,
um maximo absoluto e um minimo absoluto. Substituindo os valores de f, verificamos

facilmente que p; e po sdo maximos e que ps € minimo. Logo, o valor maximo serd

f(p1) = f(p2) =7 e o valor minimo serd f(py) = —6\/%

Seja S C R? um variedade-2 compacta e seja u € R? um vector unitdrio. Mostre que
existem pelo menos dois pontos de S onde o espaco normal a S é gerado por wu.

Resolucao:

A fungdo continua f,(z,y,2) = (z,y,2) - u = uyx + ugy + uzz terd, pelo menos,
um maximo e um minimo sobre S. Nesses pontos teremos que V f, = u estd contido,
e é um gerador, no espaco normal a S. Falta ainda cobrir o caso em que estes pontos
possam, por ventura, coincidir. No entanto, se o valor maximo de f, coincidir com o
valor minimo ent3o f,, teria de ser constante, o que sé é possivel se S for um pedaco
de plano que nao é uma variedade compacta.



