Analise Matematica II1
12 semestre de 1999/2000

Exercicio resolvido 3
Mostre que a fungao f : [0,1] — R definida por

1 sex =0
f(x)—{ ﬁ se0<ax <1

é uma fungéo limite superior no intervalo [0, 1].

Solugao: Temos de arranjar uma sucessdo crescente de fungoes em escada,
convergindo q.t.p. em [0,1] e tal que a sucessdo dos integrais é limitada. A
maneira mais facil de fazer isto é subdividir o intervalo [0, 1] sucessivamente de
modo a que o comprimento dos subintervalos tenda para 0 e definir s; como
sendo constante igual ao minimo de f em cada um destes subintervalos.
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Mais precisamente, considere-se a sucessao de func¢oes em escada

sip(z) =

{O se0<ax <2k

Entao

(i) sk(x) < sg41(x) porque os subintervalos onde a fungéo si41(z) é constante
estdo contidos naqueles onde si(x) é constante e ambas as fungdes sao
definidas como sendo o minimo de f nestes intervalos.



(i)

(iii)

sp(x) — f(z) para todo o x €]0,1] porque a fun¢do f é continua e o
comprimento dos intervalos onde sj, é constante estd a tender para 0 com

k.

(Nota as almas incrédulas: Dado x €]0, 1], temos
|f(z) = sk(x)] < |f'(2)|27"

Portanto si(x) — f(z).)

Para © = 0, si(x) = 0 nao converge para f(0) = 1 mas como o conjunto
{0} tem medida nula em R, concluimos que s;(z) — f(z) q.t.p. em [0, 1].
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1 1
/ Sp = / sp(x)dr < / f(z)dx
[0.1] 3k 3

onde o tultimo integral existe e pode ser calculado da maneira usual uma

vez que f é continua no intervalo compacto [2%, 1]. Assim

Como si(x) < f(z) no intervalo [57, 1] temos

/ s < 2V/a|y, =2-2173 <2
[0,1) 2k

e portanto a sucessao dos integrais das fungoes si é limitada.

Concluimos que f é uma funcao limite superior.



