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Exercicio resolvido 14
a) Usando os teoremas de convergéncia, mostre que a fungao definida por
r—y
T,Y) = v
f(z,y) )
¢ integrdavel em B = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}.
b) Usando a regra de Leibniz (derivacao do integral paramétrico), calcule
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Solugao:

a) Sendo f uma fungdo continua em R? \ {(0,0)}, pelo teorema da con-
vergéncia dominada, basta encontrar uma fungao g, integravel em B, tal

que |f(z,y)| < g(z,y).

Mas,
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Assim, seja
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Para verificar que g é integravel em B vamos usar o teorema da con-
vergéncia monotona. Para k =1,2,3,..., seja

(.1) 0 se0<y/a2+y? <+
ge\T,Y) =
glz,y) sez <+ x2+y2<1

Sendo g > 0, da definigao de gi, obtemos imediatamente que g < gr+1-
Dado que g é continua em R?\ {(0,0)} é claro que limg_.o, g = g-

Cada uma das fungoes gi € integravel em B por ser continua e limitada.
Mudando para coordenadas polares (r,#), o respectivo integral é dado por
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ou seja, a sucessao de integrais ([, gr) ¢ majorada.

Assim, o teorema da convergéncia monétona garante que g é integravel
em B.

Podemos entao concluir que f é também integravel em B.
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b) Seja f(z,0,8) = — " @

T

F(a, B) = /000 f(z,a, B) dz.



E facil de verificar que f satisfaz as condigbes de aplicacao da regra de
Leibniz. Assim, temos
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Donde F(a,3) = —ilna + C(B). Para calcular C(3), fazemos a = f3.
Obtemos 0 = —% Ina + C(B), logo C(B) = 4 In 3. Assim,
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