Analise Matematica 111
Exercicios

Variedades. Multiplicadores de Lagrange

1. Descreva parametricamente e determine a dimensao de cada uma das
seguintes variedades:
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i) {(z,y) eR?:2? + 4 =1}

ii) {(z,y) eR?*:y=tanz, -5 <z <3}

iii) {(z,y,2) eR®:2® +y* =1; y > [zf; |2 < 2}

iv) {(z,y,2) e R3: (Va2 +y2 —4)> +22 =1}
v) Porcao da esfera em R? centrada na origem e de raio um, compreendida
entre os planos y =0 e y = .

2. Considere a variedade M = {(x,y7z) ER3: 224+ y?=1, 2 =2%— yz}.

i) Determine a dimensao de M.

ii) Determine o espago tangente e o espaco normal a M no ponto (1,0, 1).
3. Considere a variedade dada por
N ={(@,y,2) €R*:a? +y2 =142, |5 <1}

i) Descreva N parametricamente e determine a respectiva dimenséo.

ii) Determine o espago tangente e o espago normal a N no ponto (1,0, 0).

4. Seja M a variedade em R? dada pelo grafico da funcao f :] — T
sendo f(z) =senz.
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i) Determine a dimensdo de M.
ii) Determine o espago normal a M no ponto (0,0).
5. Considere a variedade dada por C' = {(e’ cost, e’ sent) € R? : ¢ €]0, 27[}.
i) Mostre que C tem dimensdo 1 e determine o espaco tangente e o
espaco normal a C' no ponto (0, e™/?).

i) Seja ¢ : R? — R? uma bijec¢do de classe C! com inversa de classe C'.
Mostre que ¢(C) = {p(z,y) : (x,y) € C} é também uma variedade
diferenciavel de dimensao 1.

i) Sabendo que a matriz jacobiana de ¢ em (0, e™/?)
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calcule o espago tangente a ¢(C) no ponto ¢(0,e™?2).

6. Considere a elipse dada por E = { (z,y) € R?: % + % =1} e a fungdo
¢ : R? — R? dada por ¢(z,y) = (£, %).
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i) Descreva parametricamente o conjunto ¢(E) e mostre que se trata de
uma variedade de dimensao 1.

ii) Determine o espago tangente e o espaco normal a ¢(E) no ponto
¢(2,0).

iii) Determine os pontos de F mais proximos de (1,0).

Para cada um dos seguintes casos, determine os extremos da funcao f no
conjunto S:

i) flz,y) =z, S={(z,y) € R?: 2% +2y?> =3}

ii) f(z,y)=22+9% S={(z,2):2€R}

iii) f(z,y) =22 —vy? S={(x,cosz): xR}

iv) f(z,y,2) =ayz, S={(v,y,2) eR:2?+y?+22=1}

v) fm,y,2)=a+y+z S={(z,9,2)eR®:22+9y*=2; 0 +2=1}

Determine os extremos da fungao f(x,y, z) = x —y + z sujeita a condicao
224+ y?+ 22 =2

Use o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar os méxi-
mos da fungao f(x,y) = 22 +y* — 2 —y + 1 no disco de raio 1 e centro na
origem de R2.
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Uma caixa rectangular, sem tampa, tem area igual a 16 m*. Determine

as dimensoes da caixa que maximizam o seu volume.

Estabeleca a lei de Snell
sen 04 _u
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para a refraccao sofrida por um raio de luz no plano de separacao de dois
meios transparentes e homogéneos. Supde-se que o percurso efectuado
pelo raio de luz, entre dois pontos, é feito em tempo minimo.

0, e 65 sdo, respectivamente, os angulos de incidéncia e de refracgao com
a normal ao plano separador, v; e vo sao as velocidades da luz no meio de
incidéncia e no meio de refraccao.

Seja A3z uma matriz simétrica e ndo nula, f : R? — R a funcio definida
por f(z) = 1(Az) -z e considere a esfera S = {(z1,22,23) € R® :
2?2 + 22 + 2% = 1}. Sabendo que f tem méximo e minimo em S, prove que
existe x € S e A # 0 tais que Az = Az.

Em algumas situacoes considera-se que a superficie da Terra é dada pelo
plano z = 0 e o campo gravitico definido por F(z,y,z) = (0,0, —myg),
sendo g a aceleracao da gravidade. Suponha que as posicoes de equilibrio
de uma particula de massa m, sujeita a accao do campo F', correspondem
aos extremos do potencial gravitico. Determine os pontos de equilibrio de
uma particula de massa m cujo movimento ocorre sobre uma esfera dada
por 22 + 4% + 22 =72 com r > 0.



