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FICHA DE TRABALHO 6 - RESOLUCAO

1) Indique se as formas diferenciais seguintes sao fechadas e/ou exactas
no seu dominio. Para cada forma exacta calcule um potencial.

=eYdr — zydy + e* dz.
dr +

a

_ 2z 2y 2z
b - m2+y2+z2 x2+y2+z2 dy + $2+y2+z2 d'z

) €

) 7

c) ¢ =mxcoszdr Ady+ xysinzdx Adz + 2?sin z dy A dz.
d) p=2xyzdx Ndy Adw + zywdx Ady Adz + dy A\ dz A\ dw.

Resolucao:

a) dé = —e¥dx Ndy +ydy N dz. Logo, £ ndo é fechada nem exacta.
b) Temos dn = 0, pelo que n é fechada. O dominio de 1 é R*\ {(0,0,0)}
que nao é um conjunto em estrela. Logo, nao podemos aplicar o lema

de Poincaré para concluir que 7 é exacta. Vamos tentar encontrar um
potencial 8 € Q%(R?*\ {(0,0,0)}). Entao dS = n fornece:
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A primeira equagao fornece B(z,y,z) = log(z? + y* + 2%) + a(y, 2).
Confirmamos facilmente que com a(y, z) = 0 satisfazemos as restantes
equagoes. Por outro lado, a funcao S(z,y,2) = log(z? + y* + 2?) é de
classe C'*° no dominio de 7. Logo, n é exacta no seu dominio.

¢) Temos dyp = 0. O dominio de ¢ é R? que é um conjunto em estrela.

O lema de Poincaré permite-nos concluir que ¢ é exacta, ¢ = dy com
v € QY(R?). Temos,

Oy _ Om  _

or oy — $12 2 COS 2
8—1?’ - % = @3 = zysinz
G- 52 = g = 2'sinz



Podemos sempre encontrar um potencial com ; = 0. Entao, a primeira

equacao fornece vy = —COSZ + a(y,z) e a segunda equagao fornece
v3 = a:2y sin z + f(y, z). Substituindo na terceira equagao, observamos
que podemos resolvé- la tomando a(y, z) = Py,z) = 0: Logo, um
potencial para ¢ é v = %- > cos 2 dy + y sin z dz.

d) Temos dp = 0 e o seu dominio, R4, ¢ um conjunto em estrela.
Pelo lema de Poincaré, existe v € Q?(R*) com dv = u. Verifca-se de
imediato que, por exemplo, a forma v = zyzw dx Ady + 1y dz A dw é um
potencial.

Determine se as formas diferenciais seguintes sao fechadas e/ou exactas
no seu dominio. Se nao forem exactas no seu dominio determine, caso
existam, regioes maximais onde as formas sejam exactas.

_ —(y—1) —(y—2 (z—1) (@+1)
V= ((f’” BT+ G )d”(( DTG T Gy 2)2) dy.
b) 77 - 1.2_;'_22 dx + 2+22 dy + 2+ 2 dZ + 2+22 dz

Resolucao:

a) E facil de verificar que w é fechada. O seu dominio 6 R*\{(1,1), (—=1,2)}.

Observamos que w = a+ 3, com o = %daﬁ— (%1){51@71)26@ e
b= de + ﬁ@d{y Como foi visto na aula, a forma

« é fechada mas nao ¢ exacta no seu dominio R?\ {(1,1)}. De facto, o
potencial local para « (a menos de constante) é o angulo #(x,y) das co-
ordenadas polares com origem em (1, 1), que tem uma descontinuidade
de 27 sobre o semi-eixo y = 1,z > 1. (O semi-eixo onde o potencial é
descontinuo pode ser alterado adicionando-se constantes ao potencial.)

A forma [ é semelhante, sendo singular no ponto (—1,2), e sendo o
seu potencial local dado (a menos de constante) por § medido como se
a origem estivesse em (—1,2). Logo, w nao é exacta: o seu potencial
local tem uma descontinuidade de 27 quando rodeamos o ponto (1,1)
ou o ponto (—1,2) no sentido anti-horério.

Numa regiao maximal onde w seja exacta, nao podem existir curvas
fechadas a rodear (1,1) e/ou (—1,2). Uma dessas regides é, por ex-
emplo, R? excepto o semi-eixo com origem em (—1,2) e que passe em
(1,1).

b) Temos n = o+  com « = Tadr+ hsdze = >+22dy+

ﬁdz, sendo « e 8 fechadas. O dominio de o ¢ R? \ eixodosy e o




dominio de 3 é R?\ eixodosz. As formas «, 3 sio generalizagoes Gbvias
para R? de formas do tipo das da alinea anterior que examindmos na
aula. As formas « e [ sao ambas fechadas mas nao sao exactas: o
potencial para o tem uma descontinuidade de —27 quando rodamos
a volta do eixo dos y (no sentido em que o semi-eixo positivo dos z
roda para o semi-eixo positivo dos z); o potencial para § tem uma
descontinuidade de +27 quando rodamos a volta do eixo dos = (no
sentido em que o semi-eixo positivo dos y roda para o semi-eixo positivo

dos 2).

Deste modo, a forma 7 serd exacta apenas numa regiao onde seja im-
possivel rodear separadamente o eixo dos y ou o eixo dos z. No entanto,
¢ permitido rodear simultaneamente os dois eixos, pois, nesse caso, as
descontinuidades nos potenciais cancelam-se. Por exemplo, na regiao
R*\ {(z,y,2) € R*: 2 =0, zy > 0} a forma 7 é exacta.

Considere a variedade-1, C' C R3, definida por z2/4+3?/16 = 1, z = z?,
orientada no sentido horario relativamente a um observador colocado
no ponto (0,0, 10). Seja w = —ydx + z dy + dz.

Calcule fc w segundo a orientacao dada.

Resolucao:

Parametrizemos C: «(f) = (2cosd, —4sin 6,4 cos? ), 0 €]0, 2x[. Temos
a*w = 4sin 0(—2sin 6df)+2 cos (—4 cos 0dh)— (8 cos O sin §df) = —8(1+
cosBsin #)db. Logo,

2w
/ w= / (—8)(1 + cosfsinf)dh = —16m.
c 0

Note-se que « percorre C' no sentido pretendido.
Considere a variedade-2,
M={(r,y,2) eR*:2x? =9y + 2% 1 <z < 2},

orientada com a normal unitaria, n, com n, < 0. Seja
w=zdrNdy —ydr Ndz+ xzdy N dz.
Calcule | 4 W com a orientagao indicada.

Resolucao:



Parametrizemos M com g(p,0) = (p, pcosB, psinf), com p €]1,2[,0 €
10, 27[. Temos,
1 0
Dg(p,0) = | cosf —psind
sinf  pcosf

Tomando, por exemplo, (p,0) = (1,7/2) temos

1 0
Dy(2,x/2)=|0 -1 |,
1 0

e (1,0,1) x (0,—1,0) = (1,-,-). Como queremos a normal n a M com
ng, < 0, concluimos que ¢g nao ¢ compativel com n, pelo que devemos
incluir um sinal de — em frente do integral.

Temos, g*(dxAdy) = —psin OdpAdl, g*(dxAdz) = pcosBdpAdB, g*(dyA
dz) = pdp A df. Logo,

2 2
/ w=— / / [—p?sin? 6 — p? cos® O + p*]dpd0
M o J1

2
= —27T/ (—=p" + p*)dp = 0.
1
5) Considere a forma fechada

9y — 22 2
w= 2y ) dr + L dy + © dz.
22+ (y — 22)?2 22+ (y — 22)2 2+ (y — 22)?2

a) Indique uma curva fechada E, contida no dominio de w, tal que
o valor de §.w lhe permita concluir se w é ou nao exacta. (Ndo
necessita de calcular o integral nesta alinea.)

b) Mostre que a forma w é exacta no seu dominio determinando um
potencial.

c¢) Seja C a variedade-1 dadapory=2+zez=1+2° 0<x <1,
orientada de modo a que o ponto (0,2,1) é o inicial e o ponto
(1,3,2) é o final. Calcule [,w segundo a orientacao dada.

d) Seja v a curva definida por y' + 2 =1ex = 0.
Calcule f7 w segundo uma orientacao a sua escolha.

Resolucao:



a) A forma w é fechada e o seu dominio é R®\ A onde A é a pardbola
y = 22,2 = 0. Assim, no dominio de w, as unicas curvas fechadas que
nao sao homotdpicas a um ponto sao as que rodeiam a curva (ilimitada)
A. Bastaria, entao, calcular o integral de w ao longo de uma destas
curvas, por exemplo, ao longo da circunferéncia z = 0,y? + 22 = 1. Se
esse integral fosse zero poderiamos imediatamente concluir que w seria

exacta; se ele nao fosse igual a zero entao w nao poderia ser exacta.

b) Observamos facilmente que as componentes de w sdo as derivadas
parciais do campo escalar ¢(z,y,2) = /2% + (y — 22)? que, sendo de
classe C* no dominio de w, é um potencial.

¢) Pelo teorema de Stokes generalizado temos,
/wz/dqs: 6 =6(1,3,2) = 6(0,2,1) = V8 - V5.
c c ac

d) Como v ¢ uma curva fechada contida no dominio de w e sendo w
exacta, vamos ter 557 w=0.

Seja S C R? o quarto de superficie esférica de raio 1 centrada na origem
dado por y < 0,z > 0, orientado com a normal n tal que n, < 0.

a) Seja w =dx Ady + dx N dz.
Utilizando o teorema de Stokes generalizado, calcule jsw

b) Sejan = —y?dx +zydy. Escolha uma orientagiao para o bordo de
S, 0S.
Utilizando o teorema de Stokes generalizado, calcule fas 7.

Resolucao:

a) dv = 0 e o dominio de w ¢é R3, logo, pelo lema de Poincaré, w é
exacta e existe um potencial £ € Q(R?), tal que

9 _ 04

9r D W12
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7
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Uma solucao é £ = v dy + x dz.

O bordo de S é constituido por uma semi-circunferéncia A no plano
Ty e por uma semi-circunferéncia B no plano xz. Ao orientarmos S
com a normal n com n, < 0, vamos, através da regra da mao direita,



induzir uma orientacdo em 0S = A U B que corresponde a percorrer A
com o semi-eixo positivo dos x a girar para o semi-eixo negativo dos y,
e a percorrer B com o semi-eixo positivo dos z a girar para o semi-eixo
positivo dos x. Podemos entao parametrizar A e B, respectivamente,
com, por exemplo, a(f) = (cosf,—sin#,0) e 3(#) = (sin6,0,cosb),
# €]0, 7[. Temos a*¢ = —cos? 0dh e B¢ = — sin? Odf

Logo, pelo teorema de Stokes generalizado,

/Sw:/sdfz/asfz/Af—l—/Bf:/OW(—l)COSQQdQ—l—/OW(—l)sin29d0:—7T.

b) Orientemos o bordo de S como na alinea a). Entdo, tomamos S
orientada com a normal n tal que n, < 0. Podemos parametrizar S
com coordenadas esféricas, com g(f, ¢) = (cos 8 sin ¢, sin 0 sin ¢, cos @),
6 €], 2x], ¢ €]0,7/2[. Temos,

—sinfsin¢ cosfcos o
Dg(0,9) = | cosfsing sinfcos¢
0 — sin ¢

Em (0, ¢) = (7, 7/6) temos,
0 —3/2
0

Dyg(m,7/6) = | —1/2
0 —1/2

e (0,-1/2,0) x (=v/3/2,0,—1/2) = (-,-, —/3/4). Logo, g é compativel
com a orientacao definida por n.

Temos, g*(dz Ady) = — cos ¢sin ¢dd Ade, g*(dx Adz) = sin 0 sin? ¢pdd A
de, g*(dy A dz) = — cos 0sin® ¢df A do.

Temos ainda dn = 3y dx A dy e g*dn = —3sinf cos ¢psin® ¢ df A do.

)

Logo,

2r /2 /2
/ n:/dn:/ / (—3)sin900s¢sin2¢d¢d0:6/ cos ¢sin® ¢ dp = 2.
oS S T 0 0

Considere a variedade-2,
S={(z,y,2) ER*:x=2—9* 2% 2> 0,2 > 1},

e o campo vectorial f : R* — R? dado por f(z,y,2) = (—2z,vy, 2).
Calcule o fluxo fsf - n segundo a direccao da normal n que tem a
primeira componente positiva, de trés formas distintas:

6



a) Pela definigao de fluxo.
b) Utilizando o Teorema da Divergéncia.

¢) Utilizando o Teorema de Stokes.
Resolucao:

a) A superficie S é uma superficie de revolucao em torno do eixo dos
z. Em coordenadas cilindricas apropriadas (p,#,z), S é definida por
r=2—-p*comz>1ez>0,logo S éparte de um paraboldide. Uma
parametrizacao para S é dada por

g(p,0) = (2—p?, pcosh,psinf), 0<f<m, 0<p<l.

Temos
P P €q €9 €3
8g 8‘2 —2p  cosf sind | = (p,2p®cosf,2p*sin ).
P 0 —psinf pcost
dg 99 ,
A primeira componente de B X 90 é positiva, portanto este vector
0

tem o sentido da normal pedida a superficie. Conclui-se que

_ 89 dg

= / / (—2(2 — p?), pcosB, psin ) - (p, 2p? cos 0, 2p* sin 0) dp db

= //—Qp %) +2p* dp db

b) F' é um campo de classe C! em R? logo podemos aplicar o Teorema
da Divergéncia a regiao

D={(z,y,2) eR*:2<2—y*— 22 v>1, 2>0}
A fronteira de D é formada por S, por metade de um disco

S ={(z,y,2) ER*: > +22<1,2=1,2>0}

7



e pela superficie no plano z = 0
52:{(:E,y,z) €R3:aj§2—y2, 2:0,$>1}.

Uma vez que a normal a S dada, n, é a normal exterior a D, o teorema
da divergéncia diz que

/didexdydz:/F-ndS+/ F-n1d5+/ F-nydS
D S S1 So

onde n; = (—1,0,0) e ng = (0,0, —1) sdo as normais as superficies S}
e S,, respectivamente.

Como
divF=2—-1—-1=0

conclui-se que

/F~nd5 = —/F~n1d5— F-nodS
S S1

= —/ 2x.dS — —zdS
51 S2

= —/ 2dS — | 0dS
S1 So

= —2drea(S;) =

¢) Uma vez que F' é solenoidal (isto é, divF = 0) e o dominio de F é
R3, que é um conjunto em estrela, concluimos que F' é um rotacional.
Para achar um potencial vector A temos de resolver o sistema

€ €2 €3

8 a9
ot A=F<—| 3, 3 o = (—2z,y,2)

Al Ay Az
0As _ 9Ay __
T
oAy _ 043 _

— 92 %—y
ody oA _
ox dy

Fazendo, por exemplo, A; = 0 obtemos,

oAy _ 0dy _ o, 9Ay _ 04y _ o,

8%14 oz dy 0z

—%E =y = As(z,y,2) = —yx + C3(y, 2)
%:Z AQ(ZE,y,Z) :lef—f—CQ(y,Z)



Substituindo na primeira equagao obtemos

0Cs 0C,
— _— — _— = —2

pelo que podemos fazer Cy(y,z) = Cs3(y,z) = 0. Conclui-se que um
potencial vector para I’ é dado por

Az, y,2z) = (0, zz, —yzx).

Pelo Teorema de Stokes,

/F-ndS:/rotA-ndS:j{ A- dy.
s s as

O bordo de S é a uniao das seguintes curvas:

Fl:{(LyaZ)€R33y2+22:17x:1,z>0}

Dy ={(2,9,2) ER* 2 =2—9¢% 2=0, 2 > 1}.

De acordo com a regra da mao direita, I'; deve ser percorrida do ponto
(1,1,0) para o ponto (1,—1,0) e I'y deve ser percorrida no sentido
contrério, ou seja, do ponto (1,—1,0) para o ponto (1, 1,0).

Uma parametrizagao de I'y é
7 (t) = (1,cost,sint), 0<t<m
e uma parametrizacao para [’y é
wt)=(2-1t0), —1<t<l,

que percorrem as curvas no sentido desejado. Assim,

/F~nd5 = ]{A d71+7{A-d72
S 2

= / ,sint, —cost) - (0, —sint, cost) dt
0

+ /1 —t(2 —#%)) - (=2¢,1,0) dt

= / —~1dt+0=—
0



8) Considere o campo vectorial
h(z,y,2) =

T N z—1 Y P z T
2+ y?+ 22 2?4+ (z— 1) 22 +y? + 22 y’x2+y2—i—z2 2+ (z — 1)?

= ( ).
a) Verifique que h é fechado. Sera h um gradiente no seu dominio 7
Justifique.

b) Calcule o trabalho de h ao longo da espiral parametrizada por
a(t) = (cost,t, 1 +sint), com t €] — 2w, 27].

¢) Calcule o trabalho de h ao longo da elipse definida pelas equagoes
7?/3 +y*/4 = 1 e z = 2, orientada segundo um sentido & sua
escolha.

Resolucao:

a) Verifica-se facilmente que roth = 0, ou seja, h é fechado. Vamos
escrever h = a+ b+ c onde a = (w2+;2+z2’ x2+;2+22, I2+;2+22), b =
(mgj(;l)z ,0, —m2+(§_1)2) e c= (0,9°,0). Temos que a, b, ¢ sdo fechados.
O campo ¢ é obviamente um gradiente, com ¢ = V(3y*).

O campo b, que corresponde a formas-1 do tipo que encontramos na
aula e no problema 2) desta ficha, é fechado mas nao é gradiente no seu
dominio: o integral de linha de b ao longo de uma curva fechada que
dé uma vez a volta ao eixo x = 0,z = 1, no sentido em que o semi-eixo
positivo dos x roda para o semi-eixo positivo dos z, é igual a —27.

Finalmente, temos a = V¢ = V(3 log(z? + y* + 2%)), no seu dominio
R\ {(0,0,0)}.

Concluimos que h é a soma de dois gradientes, a e ¢, com um campo b
que nao ¢é gradiente, pelo que h nao é um gradiente no seu dominio.

b) Temos a(—27) = (1, —2m,1) e a(27) = (1,27, 1). Estes dois pontos
estao a mesma distancia da origem e, portanto, pertencem a mesma
superficie equipotencial de ¢. Logo,

/ada =0=¢(1,2m,1) — ¢(1,—2m,1).

Por outro lado,
1 4 1y=2m
/cda =Y ly=—2r = 0.
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Finalmente, a projeccao da espiral no plano xz fornece uma circun-
feréncia que rodeia o eixo x = 0,z = 1 e que é percorrida duas vezes no
sentido em que o semi-eixo positivo dos x gira para o semi-eixo positivo
dos z. Logo,

/bda =2 X (=27) = —4m.

(Note que a componente de b segundo os y é nula.)
Assim,

/hda:O+87r4—47r.

¢) A elipse nao rodeia o eixo z = 0,z = 1, pelo que o trabalho de b ao
longo da elipse ¢ nulo. Do mesmo modo, sendo a e ¢ gradientes, o seu
trabalho ao longo da elipse ¢ nulo. Logo, também é nulo o trabalho de
h ao longo da elipse.

Seja { = o rr= dy + (yfyl)% dz € QYR?\ {(2,1,0),x € R}). Seja
we YR\ {(z,1,0), 2 € R}) uma forma fechada.

Mostre que w = a€ +dn, com a € Ren € Q°(R*\ {(z,1,0),z € R}).

(Ou seja, qualquer forma-1 fechada em R3\ {(z,1,0),z € R} ¢ dada
por uma forma-1 exacta, mais &, vezes uma constante.)

Resolucao:
Seja L oeixoy =1,z = 0 e seja w € Q'(R*\ L) uma forma fechada

qualquer. Seja C uma curva fechada que rodeie uma vez o eixo L,
orientada de modo a que fcf = 2.

Notemos que se uma forma-1 fechada em R? \ L tiver integral nulo ao
longo de C' entao serd exacta. Entao a forma

como queriamos mostrar.
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10) Seja U C R™ um aberto e ¢ : U — R™ uma aplicagao de classe C'.
Mostre que se w € QF(R™) entdo d ¢*w = ¢*dw.

Resolucgao:

Como ¢*(nAE) = P*nA@P*E, e como d(nAE) = dn AN+ (—1)8™ My AdE,
basta mostrar o resultado para formas-1 do tipo

w= f(xy,...,0,)ds",

onde 1 < ¢ <m.

Sejam vy, v, campos vectoriais em U, p € U e tomemos coordenadas x
em R™ e y em R”. Temos,

5o, = 32 LD 435 5 4t (Do(p) - 1), Do) ) =

‘= o0 gj,i( ”f(p)gj;( )vh(p) — 1 ¢ 2) _
_ > (Wéﬂ;ip)) (p) vf ZZ (p) vh(p) — 1 > 2) _
-3 (aféjipﬂ ») gj;( iy dyl> o))

como queriamos mostrar.
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