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FICHA DE TRABALHO 4 - RESOLUC� ~AO

1) Considere a variedade-1 em R
3,

C = f(x; y; z) 2 R3 : 0 < x <
p
2�; y = x; z = sin(

p
x2 + y2)g:

a) Parametrize C.

b) Escreva uma express~ao integral para o comprimento de C.

c) Sabendo que C tem densidade de carga (por unidade de compri-

mento) dada por �(x; y; z) = sin2
�
x+y

2
p
2

�
, escreva uma express~ao

integral para a carga total de C.

Resolu�c~ao:

a) Podemos parametrizar C com g(x) = (x; x; sin(
p
2x)), x 2]0;p2�[.

A fun�c~ao g �e de classe C1 e injectiva; a sua inversa g�1 �e cont��nua e
g0(x) = (1; 1;

p
2 cos(

p
2x)) 6= 0, para x 2]0;p2�[. Logo, g �e, de facto,

uma parametriza�c~ao.

b) Temos,

LC =

Z p
2�

0

jjg0(x)jjdx =

Z p
2�

0

q
2 + 2 cos2(

p
2x)dx:

c) Temos,

Q(C) =

Z p
2�

0

�(g(x))jjg0(x)jjdx =

Z p
2�

0

sin2(x=
p
2)

q
2 + 2 cos2(

p
2x)dx:

2) Considere a variedade-2 em R
3,

S = f(x; y; z) 2 R3 : z = log
p
x2 + y2; 1 < x2 + y2 < 4; x <

p
3yg:

a) Parametrize S.

b) Calcule a �area de S.
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c) Sabendo que S tem densidade de massa (por unidade de �area)
dada por �(x; y; z) =

p
1 + x2 + y2, calcule o seu momento de

in�ercia relativamente ao eixo dos z.

Resolu�c~ao:

a) Utilizando as coordenadas (�; �) das coordenadas cil��ndricas em
R

3, podemos tomar g(�; �) = (� cos �; � sin �; log �), com � 2]1; 2[; � 2
]�=6; 7=6�[. g �e injectiva, com inversa cont��nua, de classe C1 e a sua
derivada (como iremos veri�car de seguida) �e injectiva, pelo que �e uma
paramentriza�c~ao de S.

b) Temos,

V (D�g;D�g) =
�
det(Dgt �Dg)	1=2 =

=

8<
:det

0
@
�

cos � sin � 1=�
�� sin � � cos � 0

�
�
2
4 cos � �� sin �

sin � � cos �
1=� 0

3
5
1
A
9=
;

1=2

=

=

�
det

�
1 + 1

�2
0

0 �2

��1=2

=
p
1 + �2:

Logo,

A(S) =

Z 2

1

Z 7�=6

�=6

p
1 + �2d�d� = �

Z arcsinh(2)

arcsinh(1)

cosh2 u du =

= (�=4)[4 + e2u � e�2u]
u=arcsinh(2)
u=arcsinh(1);

onde substitu��mos � = sinhu.

c) Em termos da parametriza�c~ao anterior, temos �(g(�; �)) =
p
1 + �2.

O quadrado da distância ao eixo dos z �e dado por �2. Logo,

Iz(S) =

Z 2

1

Z 7�=6

�=6

�2
p
1 + �2

p
1 + �2d�d� = �

Z 2

1

�2(1+�2)d� = �(7=3�31=5):

3) Seja A � R4 o conjunto de�nido por

A = f(x; y; z; w) 2 R4 : w2 = x2 + y2 + z2; 0 < w < 1g:
a) Mostre que A �e uma variedade. Determine a sua dimens~ao e

parametrize-a.

b) Calcule o volume-3 de A.
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c) Calcule a coordenada �w do centro de massa de A, sabendo que a
sua densidade de massa �e constante.

Resolu�c~ao:

a) A �e o conjunto de n��vel da fun�c~ao de classe C1, F (x; y; z; w) =
w2 � x2 � y2 � z2 correspondente ao valor 0. Como rF (x; y; z; w) 6= 0
para (x; y; z; w) 6= 0 e como 0 =2 A, A �e uma variedade-3 em R

4.

Notemos que, como 0 < w < 1, se tem 0 < x2 + y2 + z2 < 1, pelo que
as vari�aveis (x; y; z) descrevem o interior da bola de raio 1 centrada
na origem em R

3, excepto a origem. Vamos ent~ao utilizar coordenadas
esf�ericas (r; �; �) para parametrizar A, com

g(r; �; �) = (r cos � sin�; r sin � sin�; r cos�; r); r 2]0; 1[; � 2]0; 2�[; � 2]0; �[:

A fun�c~ao g �e de classe C1, tem inversa cont��nua e tem derivada injectiva
(como se ir�a veri�car abaixo), pelo que de�ne uma parametriza�c~ao de
A, excepto uma sub-variedade-2 correspondente aos pontos sobre o
semi-eixo positivo dos x.

b) Temos

Dg(r; �; �) =

2
664

cos � sin� �r sin � sin� r cos � cos�
sin � sin� r cos � sin� r sin � cos�
cos� 0 �r sin�
1 0 0

3
775 :

Logo, V (Drg;D�g;D�g) =
p
det (Dgt �Dg) =

0
@det

2
4 2 0 0

0 r2 sin2 � 0
0 0 r2

3
5
1
A

1=2

=

p
2r2 sin�.

Ent~ao,

V (A) =

Z �

0

Z 2�

0

Z 1

0

p
2r2 sin�drd�d� =

p
2
4

3
�:

c) Como a densidade de massa �e constante,

�w =
1

V (A)

Z
A

w =
1

V (A)

Z �

0

Z 2�

0

Z 1

0

w(g(r; �; �))
p
2r2 sin�drd�d� =

=
1

V (A)

Z �

0

Z 2�

0

Z 1

0

p
2r3 sin�drd�d� =

3

4
:

3



4) Sejam k; n 2 N com 1 � k � n. Seja V : (Rn)k ! R dada por

V (v1; : : : ; vk) =

8>><
>>:
det

0
BB@

2
664
� v1 �

�
�

� vk �

3
775 �
2
4 j j
v1 � � vk
j j

3
5
1
CCA

9>>=
>>;

1

2

:

Mostre que V (v1; : : : ; vk) = 0 sse os vectores fvjgj=1;:::;k s~ao linearmente
dependentes entre si.

Resolu�c~ao:

Seja A a matriz sim�etrica k � k de�nida por [A]ij = vi � vj; i; j = 1; : : : k.

Temos V (v1; : : : ; vk) =
p
detA.

Suponhamos que os fvjgj=1;:::;k s~ao linearmente dependentes e que se tem,
sem perda de generalidade, vn = �1v1+ � � ��k�1vk�1, para alguns �j 2 R; j =
1; : : : ; k� 1. (Se necess�ario reordenem-se os ��ndices; �e f�acil de veri�car que o
valor de V n~ao se altera.)

Ent~ao, teremos vk � vj = �1v1 � vj + �2v2 � vj + � � � + �k�1vk�1 � vj, para
j = 1; : : : ; k�1. Ou seja, a linha k de A �e uma combina�c~ao linear das (k�1)
primeiras linhas de A. Logo, detA = 0 e tamb�em V (v1; : : : ; vk) = 0.

Suponhamos agora que os vectores fvjgj=1;:::;k s~ao linearmente indepen-
dentes, gerando o subespa�co de dimens~ao k, W , de Rn. Por ortogonal-
iza�c~ao de Gram-Schmidt, podemos encontrar uma base ortonormal de W ,
fbjgj=1;:::;k, tal que

[B] � [S] =
2
4 j j
b1 � � � bk
j j

3
5 � [S] =

2
4 j j
v1 � � � vk
j j

3
5 ;

onde Bt �B = I e onde a matriz k� k de mudan�ca de base S �e n~ao-singular.
Obtemos ent~ao, combinando as f�ormulas,

V (v1; : : : ; vk) =
�
det

�
St �Bt �B � S�	1=2 = j detSj > 0:
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