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FICHA DE TRABALHO 1 - RESOLUCAO

1) Seja U C R* um aberto e F : U — R?® uma fungio de classe C'.
Seja I C R um aberto e h : I — R3 uma funcao de classe C* tal que
(z,h(z)) € U,Vx € V. Temos que 1 € I, com h(1) = (2,3,4), e que

[0 10 31
DF(1,2,3,4)= 14 2 1 2 |.
{0 10 OJ

a) Sabendo que F(x,h(x)) =0 em I, calcule Dh(1).

b) Calcule a derivada de F' segundo o vector (1,2,0,3) no ponto
(1,2,3,4).

Resolucao

a) A funcdo ¢(z) = (z, h(z)) é diferencidvel e temos Fo¢ =0 em [.
Logo, D(F o ¢)(1) = DF(¢(1)) - D¢(1) = DO = 0. Logo

1
010 3
4 2 1 2 hi(1) =0
hl(l) ?
0100 2
h(1)
o que fornece
K, (1) 1 03] "' To 0
Dh(l)=| By1) | =-1]2 1 2 4= -4
hi(1) 100 0 0
b) Seja v = (1,2,0,3). Temos,
1
F 0103 9 11
5o (1L23,0)=DF(1230v= |4 2 1 2|-| /| =14
v 0100 ) 2



2)

Seja U C R™ um aberto e f : U — R um campo escalar de classe C'.
Se p € U com V f(p) =0, entao p diz-se um ponto critico de f.

Mostre que se p é um ezxtremo (maximo ou minimo) local de f entdo
p é ponto critico de f. (Considere os valores de f sobre uma curva de
classe C'! em U, parametrizada por v :]—1,1[— U, com y(0) = p € U.)

Nota: Se p é um ponto critico de f e nao ¢ um extremo local de f,
entao p diz-se um ponto em sela de f.

Resolugao

Claramente, se p é extremo local de f entao ¢t = 0 também é extremo
de fo~(t). Logo, teremos
d(f o)
(0) =Vf(p)-+'(0) =0,
dt
onde +'(0), o vector tangente a v em p, é um vector arbitrario de R”,
pois o argumento ¢é véalido para qualquer curva vy que passe em p. Logo,

Vfp) =0.

Seja f : U — R um campo escalar de classe C? definido num aberto
U C R". Recorde que a matriz n x n das segundas derivadas de f,
H¢(x), com [Hf(x)];; = %(z),i,j =1,...,n, se designa por matriz
Hessiana de f. ’

Determine a matriz Hessiana, H(z, ), de f(z,y) = 223 +xy*+ 52 +12

Resolucgao
10+ 12z 2y

Considere (parte) do teorema de Taylor de 2% ordem:

Se f é um campo escalar de classe C* definido num aberto U C R" ¢
se a € U, entao, para ||h|| suficientemente pequena,

fla+h)=f(a) +Vf(a)-h+ %ht -H¢(a) - h+ Ry(a+ h),

. Ro(a+h
onde 1im;|p—o W =0.

Nota: O termo h'- Hy¢(a) - h designa o produto da matriz linha h com
a matriz quadrada H(a) e com a matriz coluna h.

Seja agora a um ponto critico de f. Mostre que:



a) Se Hy(a) é definida positiva (resp. negativa) entdo ¢ é um minimo
(resp. maximo) local.

b) Se H¢(a) ¢ indefinida entdo a é um ponto em sela.

¢) Se a é um minimo (resp. méximo) local entdo H(a) é semi-
definida positiva (resp. negativa).

Resolucao

Sendo a um ponto critico, temos

fla+h) - f(a) = %ht CHy(a) - h+ Rafa + ).

HRTI(/;Z\T‘S’L)H
ativa), entdo, para ||h|| suficientemente pequena, o sinal do lado es-
querdo sera positivo (resp. negativo) e obtemos a). Analogamente, se
H¢(p) for indefinida entao p serd um ponto em sela pois o lado esquerdo
toma valores positivos e negativos, obtendo-se b). Por outro lado, se a
é um méximo (resp. minimo) local entdo o lado direito nao pode tomar
valores negativos (resp. positivos) para ||h|| suficientemente pequena e
obtemos c).

Como lim 5|0 =0, se Hy(p) for definida positiva (resp. neg-

Considere de novo o campo escalar f(z,y) = 223 + zy? + 522 + 32
Determine e classifique os pontos criticos de f. (Ou seja, diga se sao
méximos, minimos ou pontos em sela.)

Resolucao
Temos V f = (622 +10z+1y2, 2y+2zy). A equagdo vectorial V f(z, y)

(0,0) tem entao 4 solugoes: a = (0,0),b = (=5/3,0),c = (—1,2),d
(=1, —2). Estudemos cada um destes pontos criticos.

Temos,
10 0
Hy(a) = [ 0 9 ] ,

que é definida positiva; logo a ¢ um minimo local.

Temos,
—10 0

que ¢ definida negativa, pelo que b é um maximo local.



Temos,
-2 4
Hf(c) - |: 4 0 :| J
que ¢ indefinida (basta ver que det H;(c) < 0, pelo que os dois valores
préprios de Hy(c) tém sinais opostos).

Finalmente, temos
Hi(d) = -2 —4
A= -4 0 |7
que também ¢ indefinida, sendo d um ponto em sela.

Coordenadas polares em R?: Considere a fungao g : R? — R?, ¢(r,0) =
(rcosf, rsinf).

a) Determine se g é injectiva. Em caso contréario, determine dominios
maximos de injectividade de g.

b) Em que pontos é que o T.F. Inversa garante a existéncia de uma
inversa local de classe U™ para g ?

¢) Mostre que g é injectiva no conjunto
A={(r,0) € R* : r €]0, +o0[, 0 €0, 27[},

e que g ! ¢ de classe C™ em g(A). Determine a expressao para
g "
d) Qual é a imagem por ¢ do rectangulo [0, R] x [0, 27] ?

Resolugao

a) Claramente g nao ¢ injectiva. Notemos que ||g(r,0)|| = r. Logo, dois
pontos sé podem ter a mesma imagem se tiverem a mesma coordenada
r. No entanto, g(r,0) = g(r,0 + 2km),k € Z. Notemos também que
g(r,0) = g(—r,0 + 7). Os dominios maximos de injectividade sdo da
forma {r > 0,0 € [a,a + 27[} ou {r < 0,0 € [o, @ + 27[}. (Sendo rig-
orosos devemos ainda juntar um ponto (0, 3) a estes dominios; notemos
que g(r, 8) = (0,0) qualquer que seja 3.)

b) Temos,

det Dg(r,0) = det [ cosf —rsinf } =r.

sinf  rcosf

Logo, todos pontos com 7 # 0 tém uma vizinhanca onde g tem inversa
local de classe C'*™°.



¢) Que g é injectiva em A vem da resposta da alinea a). Logo, g
tem uma inversa globalmente definida em g(A) e como 7 > 0 em A,
e usando o resultado da alinea b), o TF Inversa garante que g1 é de
classe C™. Seja (x,y) = g(r,0) = (rcosf,rsin ). Temos r? = z? + 2
e como r > 0 em A vem r = y/2? + y2. Por outro lado, y/x = tané.
Assim para z,y > 0 temos § = arctan(y/z). Para z,y < 0 temos 6 =
m+4arctan(y/z), etc. Note que o contradominio de arctan é |—7 /2, 7/2].

d) No plano r é uma coordenada radial e 6 representa o angulo com o
eixo dos x. A imagem do rectangulo [0, R] x [0,27] é o disco fechado
de raio R centrado na origem.

7) As concentracoes de cinco quimicos, X, Y, Z, W, V| numa mistura alta-
mente explosiva sao dadas pelas variaveis x, ¥, z, w,v. O valor 0 destas
variaveis corresponde ao valor de equilibrio, muito instavel, da mistura.
Estas varidveis estao sujeitas as equacoes seguintes:

a)

b)

T = COswW — COSV
y = e’ +e" -2
z = cosw — e".

Serd suficiente conhecer (w,v) para determinar completamente a
mistura ? E se for (z,v) ?

Na vizinhanga do ponto de equilibrio, é suficiente conhecer (y, 2)
para determinar a mistura 7 Em caso afirmativo, calcule g—z no

ponto de equilibrio.

Se aumentarmos ligeiramente a concentragao de Y, a concentracao
de W aumenta ou diminui ?

Sabe-se que a componente estabilizadora da mistura é V', pelo que
baixando um pouco o valor de v a partir do valor de equilibrio a
mistura explode. Se pretendermos construir um explosivo com
um mecanismo de detonacao que consiste na libertacao de uma
pequena quantidade de Y ou Z na mistura, qual dos dois compo-
nentes devemos escolher ?

Resolucao

a) As equagoes definem zx,y, z como fungoes de w, v pelo que o conhec-
imento de (w,v) determina a mistura. Por outro lado, o valor de z e
de v nao determina, por exemplo, unicamente o valor de w, pelo que
neste caso a resposta € negativa.



b)c)d) Seja F(z,y,z,w,v) = (x — cosw + cosv,y — e¥ — e’ + 2,z —
cosw + €¥). Temos, no ponto de equilibrio (0,0, 0,0,0),

100 0 0
DF(0,0,0,0,0)= |0 1 0 —1 —1
001 0 1

A submatriz correspondente as colunas de x, w, v,

1 0 0
0 -1 -1,
0 0 1

é nao-singular e o teorema da funcao implicita garante que todas as
solugbes na vizinhancga de (0, 0,0, 0, 0) sdo da forma (x(y, 2), y, 2, w(y, 2), v(y, 2))
com F(x(y, 2),y, z,w(y, 2),v(y, 2)) = 0. Logo,

oz 0Oz
oy 0z
OF (a(y, 2, v, 2, w(y, 2),v(y, 2) )
(070) :DF(O, 0707070)' 0 1 =
oy 0z
v Ov
oy 0z
oz O
oy Oz
100 0 0 1 0
=010 -1 -1 0 1 =0
001 0 1 G g
dv v
oy Oz
Resolvendo este sistema linear obtemos,
ox ox
T 0
a—?j % [ (0,00=]1 1
v Oy 0 —1
dy 0z

Logo, 3—5(0,0) = 0. Temos, 88—7;’(0,0) = 1, pelo que se aumentarmos

ligeiramente o valor de y entao w aumenta. Temos 3—2(0,0) =0e

%(0, 0) = —1, pelo que se aumentarmos ligeiramente a concentragao
de Z, v vai diminuir e detonaremos a explosao.



