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1) Seja U C R* um aberto e ' : U — R® uma funcao de classe C'.
Seja I C R um aberto e h : I — R3 uma funcao de classe C* tal que
(x,h(x)) € U,¥Yx € V. Temos que 1 € I, com h(1) = (2,3,4), e que

DF(1,2,3,4) =

S = O
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a) Sabendo que F(x,h(x)) =0 em I, calcule Dh(1).
b) Calcule a derivada de F' segundo o vector (1,2,0,3) no ponto
(1,2,3,4).
2) Seja U C R™ um aberto e f : U — R um campo escalar de classe C".
Se p € U com V f(p) =0, entao p diz-se um ponto critico de f.

Mostre que se p é um eztremo (méximo ou minimo) local de f entao
p é ponto critico de f. (Considere os valores de f sobre uma curva de
classe C'' em U, parametrizada por v :]—1,1[— U, com v(0) = p € U.)
Nota: Se p é um ponto critico de f e nao ¢ um extremo local de f,

entao p diz-se um ponto em sela de f.

3) Seja f : U — R um campo escalar de classe C? definido num aberto
U C R". Recorde que a matriz n x n das segundas derivadas de f,
Hy(x), com [Hy(x)];; = %(aj),i,j =1,...,n, se designa por matriz

Hessiana de f. ’

Determine a matriz Hessiana, H;(z, ), de f(z,y) = 223 +zy?+522 +12.

4) Considere (parte) do teorema de Taylor de 2% ordem:

Se f é um campo escalar de classe C? definido num aberto U C R™ ¢
se a € U, entao, para ||h|| suficientemente pequena,

Fla+h) = f(a) + Vf(a) - h+ %ht CH{(a)- h+ Roa+ h).



: [Ro(a+h)|| _
onde lim|p) -0 hE T T 0.

Nota: O termo h' - H¢(a) - h designa o produto da matriz linha h' com
a matriz quadrada H¢(a) e com a matriz coluna h.

Seja agora a um ponto critico de f. Mostre que:
a) Se Hy(a) é definida positiva (resp. negativa) entdo ¢ é um minimo
(resp. maximo) local.
b) Se Hy(a) € indefinida entao a é um ponto em sela.
¢) Se ¢ é um minimo (resp. méximo) local entdo H;(a) é semi-

definida positiva (resp. negativa).

Considere de novo o campo escalar f(z,y) = 223 + zy* + 522 + 2.
Determine e classifique os pontos criticos de f. (Ou seja, diga se sao
méximos, minimos ou pontos em sela.)

Coordenadas polares em R?: Considere a fungao g : R? — R?, g(r,0) =
(rcos,rsinf).

a) Determine se g é injectiva. Em caso contréario, determine dominios
maximos de injectividade de g.

b) Em que pontos é que o T.F. Inversa garante a existéncia de uma
inversa local de classe U™ para g ?

¢) Mostre que g é injectiva no conjunto
A={(r,0) € R*: r €]0, +o0[, 0 €0, 27[},

e que g~ é de classe C™ em g(A). Determine a expressao para
gt
d) Qual é a imagem por g do rectangulo [0, R] x [0, 27] ?

As concentragoes de cinco quimicos, X,Y, Z, W, V, numa mistura alta-
mente explosiva sao dadas pelas variaveis x, y, z, w,v. O valor 0 destas
variaveis corresponde ao valor de equilibrio, muito instavel, da mistura.
Estas varidaveis estao sujeitas as equacoes seguintes:

T = COSwW — COSV
y = e’ +e"—2
z = cosw — e".

a) Serd suficiente conhecer (w,v) para determinar completamente a
mistura ? E se for (z,v) ?



b)

Na vizinhanga do ponto de equilibrio, é suficiente conhecer (y, z)
para determinar a mistura 7 Em caso afirmativo, calcule g—z no

ponto de equilibrio.

Se aumentarmos ligeiramente a concentracao de Y, a concentracao
de W aumenta ou diminui 7

Sabe-se que a componente estabilizadora da mistura é V', pelo que
baixando um pouco o valor de v a partir do valor de equilibrio a
mistura explode. Se pretendermos construir um explosivo com
um mecanismo de detonacao que consiste na libertacao de uma
pequena quantidade de Y ou Z na mistura, qual dos dois compo-
nentes devemos escolher ?



