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Apresente todos os cálculos e justificações relevantes.

1o TESTE

1. Seja A = {x ∈ R : |x− 1| 6 3}, B = {x ∈ R : ln(x2 + e2 − 2) > 2} e C = A ∩B.(3,0 val.)

a) Mostre que C =
[
−2,−

√
2
[
∪
]√

2, 4
]
. Indique, ou justifique que não existem em R,

o supremo e o máximo de C, e o ı́nfimo e o mı́nimo de C ∩ (R \Q).

b) Se (xn) é uma sucessão monótona tal que xn ∈ C, para todo n ∈ N, diga justificando
se as afirmações seguintes são verdadeiras ou falsas:

(i) xn é convergente, (ii) (−1)nxn é convergente.

2. Prove por indução matemática que, para qualquer n ∈ N,(2,0 val.)

n∑
k=1

2k − 1

3k
= 1− n+ 1

3n
.

3. Calcule, ou justifique que não existe em R, o limite de cada uma das seguintes sucessões:(3,0 val.)

a) un =

(
sen(n+ 1)

n+ 1
+

1

2

)n
, b) vn =

(−n)n

(n+ 1)! + 4n
.

4. Calcule cada um dos seguintes limites em R, caso exista:(3,0 val.)

a) lim
x→1−

arccosx√
1− x

, b) lim
x→0

(ln(1 + 2x))3x .

5. Considere a função f : R→ R dada por(7,0 val.)

f(x) =

{
(x+ 1) ex−1, x 6 1

1 + 2
π arctg

(
1

x−1

)
, x > 1

a) Determine a derivada de f para x 6= 1.

b) Justifique que f é cont́ınua mas não diferenciável em x = 1.

c) Estude f quanto à monotonia e existência de extremos locais.

d) Mostre que f tem máximo e mı́nimo absolutos e determine, justificando, o contra-
domı́nio de f .

e) Estude f quanto à concavidade e esboce o seu gráfico.

6. Seja g : [a, b] → R uma função duas vezes diferenciável tal que g(a) = g(b) e g′′(x) < 0(2,0 val.)
para x ∈ [a, b].

a) Mostre que função tem um único extremo em ]a, b[.

b) Designando g(c) esse extremo, mostre que se k é um número real compreendido entre
g(c) e g(a) então a equação g(x) = k tem exactamente duas ráızes em ]a, b[.



2o TESTE

7. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções:(3,0 val.)

a)
cosh(2 lnx)

x
, b)

2x

(x− 2)(x2 − 4)
.

8. Calcule os integrais seguintes (em b) pode ser útil fazer a substituição t =
√

3− x):(3,0 val.)

a)

∫ 1

−1
(x+ 1)2 e1−xdx, b)

∫ 2

−2

1

(4− x)
√

3− x
dx.

9. Considere a região R do plano dada por(2,5 val.)

R =
{

(x, y) ∈ R2 : y > 0, y 6 cosx, y > senx, −π
2
6 x 6

π

2

}
.

Esboce a região R e calcule a sua área.

10. Seja f : R → R uma função e tal que f(5) = 0, f ′(5) = 3. Considere ainda a função g(3,5 val.)
dada, para cada x ∈ R para o qual o integral existe, por

g(x) =

∫ x

5
ex−tf(t) dt .

a) Indique, justificando, qual é o domı́nio de g e mostre que a seguinte identidade é válida
para todo x nesse domı́nio:

g′′(x)− g(x) = f(x) + f ′(x) .

b) Escreva o polinómio de Taylor de g de ordem 2 em torno do ponto 5 .

c) Indique, justificando, se g tem extremo local em 5 e, em caso afirmativo, classifique-o.

11. Determine a natureza de cada uma das séries seguintes (simplesmente convergente, abso-(3,0 val.)
lutamente convergente ou divergente):

a)
∞∑
n=1

lnn+
√
n− 1

1 + 3
√
n5 − 1

, , b)
∞∑
n=1

(−n)n

n! 3n
.

12. Considere a função f definida pela série de potências:(3,0 val)

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n (x+ 1)n

3n
√
n+ 1

.

a) Verifique que a série é simplesmente convergente para x = 2.

b) Indique o raio de convergência da série e os valores de x tais que a série de potências é
absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente (Sug. use a alinea
anterior.)

c) Indique f (80)(−1).

13. Seja λ > 0 e f ∈ C1([a, b]). Use integração por partes e as propriedades do integral para(2,0 val.)

mostrar que lim
λ→+∞

∫ b

a
f(t) sen(λt)dt = 0.


