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Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

(4,0 val.) 1. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fun¢oes:
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(b) a*arctg(a)
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(b) Primitivando por partes:
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(4,0 val.) 2. (a) Calcule uma fungao ¢ : R\ {0} — R que satisfaga, para todo t # 0,

o 1
@(t)—m~

A funcao racional a primitivar pode ser decomposta da forma seguinte:
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Célculo das constantes:

A+20=0
AP+ 1)+ Bt+C22=t+1 = B =1
A:

donde resulta A= B =1, C = —%. Logo,

t+1 11 1 2
=P )=p(= -
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1
= In |t| + arctgt — 5 In(t* 4+ 1).




(b) Usando uma substitui¢ao de varidvel adequada, calcule o seguinte integral:

Inv3 2z 1
/ e’ + A
0

e2r 1

Sugestao: pode usar a alinea anterior.

9 1
A substituicao de varidvel ébvia é t = e®*. Logo, x = Int e, portanto, Friaie
=3

Além disso, quando z = 0 tem-se t = 1, e, quando = = In /3, tem-se
Usando a féormula de substitui¢ao e a alinea anterior temos entao,

1n\/ge"r—i—l \/gt—I—l dzx
5 dz = - —dt
0 e’ 4+ 1 . P+ 1 dt
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= {ln |t| + arctgt — 3 In(t* + 1)}
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(2,0 val.) 3. Calcule a drea do subconjunto de R? dado pelas condigoes y > 0, y < 3—zey > — —2.
x

Esboco da regiao:




Célculo dos pontos de intersecgao:
y=0comy=3—x: =3
y:Ocomy:%—Q: = %
y:3—xcomy:§—2:

4 54 /25 — 16
3—z=--2 & zXZ-5z4+4=0 <& zzle,él.
xr

Neste caso, o ponto de interseccao relevante para a regiao em causa ¢ a menor destas
duas raizes, ou seja, x = 1. A area daquela regiao, A, serd entao dada por:

A:/12 [(3—:5)—(%—2)} dw+/:(3—a:)da:
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(3,5 val.) 4. Seja f uma funcao de classe C' em R, tal que f(0) = 1, e g a fungao que, para cada
r € R, é dada por

(a)

x2—51’+6
g(z) = / F(t)dt.

Mostre que x = 2 ¢ um ponto de estacionaridade de g.

Como f é de classe C!, podemos aplicar o Teorema Fundamental do Célculo ao
integral indefinido de f, o que, em conjunto com a regra de derivacao da funcao
composta, resulta

glle) = (&= Br6) (@ =6y (2= n)(2 = o)
= f(z* — 5z +6)(2x — 5) + f(2—x).

Em z = 2, tem-se entao,

g'(2) = —f(0)+ f(0) =0,

ou seja, 2 é ponto de estacionaridade de g.

Escreva o polinémio de Taylor de ordem 2 de g em torno do ponto x = 2. Terd g
um extremo local em z = 27 Em caso afirmativo, classifique-o.



(4,5 val.)

5.

Como f é de classe C*,

g"(z) = (f(a® - 5z +6)(2x — 5) + f(2 — 2))’
= 2f(2® — 52 +6) + f/(z* — 5z +6)(2x — 5)> — f'(2—x),

e, emx = 2,
g"(2) = 2f(0) + f'(0) — f(0) = 2f(0) =

Dado também que g(2) = foo f =0, e atendendo a alinea (a), ¢’(2) = 0, o polinémio
de Taylor de g de ordem 2 em torno de a = 2 sera entao,

9"(2)
21

p2(z) = 9(2) + §'(2)(z — 2) + (z —2)°

= (z —2)2.

Dado que g é de classe C?, ¢/(2) = 0 e ¢”(2) # 0, sendo, portanto, a primeira
derivada nao nula em x = 2 de ordem par, conclui-se que g tem um extremo local
em 2. Dado que ¢"(2) = 2 > 0, conclui-se que a concavidade de g em 2 é virada
para cima, e portanto o extremo relativo em 2 é um minimo relativo.

a) Classifique cada uma das séries seguintes em absolutamente convergente, simples-

mente convergente ou divergente. Calcule a soma de uma delas:

+oo +oo

n3+2Inn’ 23n—1 ~
n=1 n=0
. . Yy £ o ~ . /3
A primeira serie € ua serie de termos nao negatlvos com termo geral Ap = n3—7:2J1;1n'

Usemos o critério de comparagao para compararmos essa série com a série de termo

3
geral b, = ‘{l—”; = # Como, quando n — 400,

G _ VWL 4L 1404
— — 00,
b, n3 +21nn V3 n3 14 2n 21“”

concluimos que as séries >~ a, e Y. b, tém a mesma natureza. Como » b, =
> # é uma série de Dirichlet convergente, concluimos que a série dada, >~ a,,
é convergente e, como coincide com a sua série dos médulos, é absolutamente con-
vergente.

Relativamente a segunda série, como,
+00

n=0



e a ultima série é uma série geométrica de razao de médulo inferior a 1, e, portanto,
absolutamente convergente, deduz-se que a série dada é absolutamente convergente
e a sua soma é

Ef(—lwyl_Q 1 4

2 g - (L) 3

b) Determine os valores de x para os quais a seguinte série de poténcias é absolutamente
convergente, simplesmente convergente e divergente:

+oo n

Comecemos por calcular o raio de convergéncia da série de poténcias, R. Uma vez
que os coeficientes sao ¢, = m, paran =1,2 3, ..., temos,

2n+1 1
R=lim| - | = jim 2 WnF143) o
Cn+1 2n(\/ﬁ + 3)

e, podemos concluir, desde ja, que a série de poténcias dada é absolutamente con-
vergente quando |z| < 2 e é divergente quando |z| > 2. Restam os pontos |z| = 2.

Para z = 2 a série é > f —5, a qual é uma série de termos nao negativos que
comparamos com a série de Dirichlet divergente » > \/Lﬁ Como,

\F+3

—1#£0, o0,
\/ﬁ
concluimos que a série de poténcias é divergente em = = 2.
Em z = —2, a série é > Ef1+3’ a qual é uma série alternada do tipo >~ (—1)"a,,

com a, = \/ﬁ+3' Dado que Vn € N, a,, > 0, a sucessao (a,) é decrescente e a,, — 0,
por aplicagao do critério de Leibnitz concluimos que a série é convergente. Como
a série dos modulos coincide com a série em x = 2, a qual vimos ser divergente,
concluimos que, em x = —2, a série de poténcias é simplesmente convergente.

(2,0 val.) 6. Seja f :[0,1] — R uma fungao limitada e nao negativa que satisfaz a seguinte propri-
edade: existem 0 < a < b < 1 e um ¢ > 0 tais que, para qualquer x € Ja,b[, se tem
f(z) = e. Mostre que o integral inferior de f satisfaz

/Llf(x)dx>0.



Comecemos por relembrar que o integral inferior é, por definicao,

/1f(x)dx:supa,
Jo_

onde ¢ é o conjunto formado por todas as somas inferiores de f no intervalo [0, 1]. Assim,
para obter o resultado desejado, basta construirmos uma soma inferior sy € o tal que
sq > 0. Para isso, temos que escolher uma decomposi¢ao conveniente, d. Consideremos
dois pontos x1, z3, tais que a < 1 < x5 < b. Entao, para todo = € [z, x2], f(x) > € e,
portanto, inf f([z1, z3]) > e. Consideremos a soma inferior relativa a esta decomposigao:

sqg =mq(x; — a) + ma(xe — 1) + ms(b — x2),

onde, my; = inf f([a,x1]), me = inf f([z1,22]) € ms = inf f([xs,0]). Como a fungao
f é nao negativa, m;,mg > 0. Por outro lado, d foi obtida de forma a que my > €.
Concluimos entao que,

Sd>0+€($2—$1)+0>0,

e o resultado fica provado.



