III. Axioma do Supremo (ou da Completude) Qualquer subconjunto A C R majorado e
nao vazio tem supremo em R.

Segue que também qualquer conjunto minorado e nao vazio tem infimo (por ex., notando
que inf A = — sup(-A)).

Aplicacoes:
1. A equagao x* = 2 tem solugao em R: consideremos o conjunto
A={xeR : x?<2}.

Este conjunto é nao vazio, por exemplo 1 € A, e majorado, por exemplo por2 (se x > 2
entio x> > 4 e x ¢ A, ou seja, qualquer x € A = x < 2). Conclui-se que tem supremo
aeR, eéclatoquel <a <2
Pode ver-se que neste caso a®> = 2: temos a? < 2V a?> = 2V a? > 2, procede-se por
eliminacao.

e sea’® <2, entdo existe ¢ > 0 tal que (a + ¢)? < 2 (basta tomar 0 < ¢ < %‘;j
impossivel dado que nesse caso a < a + ¢ € A e a nao seria majorante.

), 0 que é

-2

e sea’® > 2, entdo (a—¢)* > 2 para qualquer ¢ > Otalque 0 < ¢ < $—= etemosx? > 2,

para qualquer x € V.(a), em particular V. (a) N A = 0, o que é de novo impossivel
por ser a = sup A.
Logoa? =2,e V2 := a = sup A. Tem-se também - V2 := infA.

Em particular, vemos que A nao tem supremo (nem infimo) em Q, e Q nao verifica o
Axioma do Supremo.

2. m = supf{areas de poligonos inscritos circuferéncia raio 1}
(e também ¢ = sup {Z’k’:o Hine N} - veremos mais tarde).
3. Dizimas periddicas: por exemplo
n
0,3(3) =sup{0,3, 0,33, 0,333, ...} = sup {Zi I NE N}.
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