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I.

Considere os conjuntos definidos por

2
A{xER:m +m§1}, B = arctan ([1, +00[)
T+ 2
1. Identifique o conjunto B, e mostre que A =] — 0o, —2[U[—v/2,V/2].

2. Determine, se existirem em R :

inf A, max B, sup AU B, min AN B, max(ANBNQ).

3. Diga, justificando, quais das seguintes proposicoes sao verdadeiras. Para as que forem falsas
fornega um contra-exemplo.

a) Toda a sucess@o crescente de termos em B é convergente.

b) Se (x,) é uma sucessdo monétona de termos em B, e f é uma fungdo continua em B entdo
(f(xy)) é uma sucessdo convergente em R.

c) Se f: A— R é continua e limitada entdo f tem maximo global.

I1.

1. Estude cada uma das seguintes séries numéricas quanto a convergéncia simples e absoluta:

i arctan(n”) i (=) i cos(nm) i n+1\>"
n=1 n? ’ n=0 e n=1 1+n2 7 n=1 n '

Calcule a soma de uma delas.

2. Determine o conjunto de pontos onde é convergente (simples ou absolutamente) a série de
poténcias seguinte:

>
5 .
=n + 27

III.
1. Suponha que f: R — R é diferencidvel, que f(0) =0 e que g : R — R é definida por
g(z) = f(arctanz) + arctan f(z).
Mostre que ¢'(0) = 2f/(0).
2. Calcule os seguintes limites:

cosr —1 . arctan x . 1
lim ———, lim ————, lim z=-T.
z—0 sin“x x—+00 ex z—1+t



IV.

Considere a fungao definida em R por

s 1
— +arctan —, sex <0
2 T

fx) =

xT

T2 sez 20

a) Calcule, caso existam, os valores de:

lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x).

T——00 T—+00 z—0~ z—0t

b) Diga, justificando, qual é o dominio de diferenciabilidade de f e calcule f’.
¢) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

d) Determine, o contradominio de f. Justifique detalhadamente a sua resposta.

V.

Suponha que f é uma fungao diferencidvel com derivada continua no intervalo ]0,1[, e que satisfaz
simultaneamente as duas condigoes seguintes:

1?) a equacdo f(x) = —x tem duas solugoes diferentes em 0, 1[;

2%) lim f(z) = +oo.

rz—1—

a) Mostre que —1 € f/(]0,1]).
b) Mostre que [—1,4+o0[ C f(]0,1]).



Resolugao:

I.

1. Atendendo ao significado de arctan x,

=53l

T l472

Para A:

2 2 2 _ _ _
AT g L TAT oy o TETmroZ_o (@ +v2)( ‘/i)go.
T+ 2 T+ 2 x+ 2 T+ 2

Esta expressao é verdadeira se e sé se:
(wﬁ—\/i A z<V2 A x<—=2) ou (xZ—\/§ A x<V2 A x> =2),
dando, respectivamente,
rel—oo,—2[ ou xe€[-V2,V2,

ou seja,
z €] — 00, —2[U[-V2,V2).
2. inf A e max B néo existem.

Como AU B =] — o0, —2[U [—\/5, g[, conclue-se que sup AU B =

Aol

Como ANB = [%, \/ﬂ , conclue-se que min AN B = %, e que max(A N BN Q) nao existe.

a) Verdadeira: Como z,, € B paran = 1,2,..., e B é um conjunto limitado, deduz-se que (z,,) é
uma sucessao limitada. Por outro lado, por hipdtese, (x,,) é mondtona. Ora, qualquer sucessao
simultaneamente limitada e monétona é convergente. Logo, (z,) é convergente.

b) Falsa. Um possivel contraexemplo:

1
2n’

f(z) =tanz com x, =

AV

A fungao f é continua em B, z,, € B para todo n € Ny, x, — 7 e, no entanto, f(x,) — +oo.

¢) Falsa. Um possivel contraexemplo:

flr) = .

definida em A. A funcao f : A — R é continua. Além disso, como lim f(z) = 0e f é

estritamente decrescente, conclue-se que sup f(A) = 0, mas que 0 ¢ f(A), pelo que f ndo tem
maximo global.



II.

1. A 12 série é uma série de termos nao negativos e por isso pode-se usar um critério de comparacao.
o0

) 1
Neste caso, compara-se com a série g —
n
n=1
arctan(n”) T
n2 _ 7
—4— =arctan(n’) — 5 # 0, 4o00.
7L2
o0
Assim, a natureza da série dada é a mesma que a da série E — - Como esta tlima é conver-
n
n=1
gente, conclue-se que
(o]
Z arctan(n”)
2
n
n=1

é convergente e, sendo de termos nao negativos, é absolutamente convergente.

Como
oo o0 n
3 (=" ( 1 )
2n Z T2 )
n=0 € n=0 €
Ly L. s - 1 1
esta série ¢ uma série geométrica de razao r = ——. Uma vez que Ir| = — < 1, segue-se que
e e

a série é absolutamente convergente e a sua soma é

11 e
l—r_l—i—e%_ez—i—l'

Note-se que, das séries dadas, esta é a tinica para a qual demos um método para o calculo da
soma.

Quanto a 3* série, como

cos(n) 1 1
2 | = 3 S 3
1+n 1+n n
1
e, como a série g — € convergente, conclue-se que
n
n=1

é absolutamente convergente.

() = [+ 2) T =20

Por fim, como

conclue-se que

é divergente. Note bem: Aqui usou-se o critério que estabelece que, se a, nao converge para
0 entdo Y a, é divergente. Se a,, — 0, nada poderiamos concluir por este critério (lembre-se

de 1),



oo

2. Trata-se de uma série de poténcias E a,x’, em que

n=0
1
ST
Célculo do raio de convergéncia:
(n+ 1)2 4+ ontl ontl (7(31—:}22 + 1)
r = lim = lim 3 = lim 5 =2
Ant1 n?+2" 2 (5 +1)

No extremo superior do intervalo de convergéncia, x = 2:

Zn2+2"22”—2+1'

n=0 n=0 2n

Como —— — 1 # 0, segue-se que a série é divergente. Do mesmo modo, para o outro
ns 11 ) bl

on

extremo, x = —2, a série fica
o0
Z n2 + 2n '
n=0
Como
(=1)m2n 2"
2 =2 -5
n? 4 2n n? + 2n
concluimos que também neste caso o termo geral nao tende para 0. Logo, a série de poténcias
torna-se numa série numérica divergente se x = +2 ou se x = —2.
Conclusao:

x €] —2,2] = a série é abolutamente convergente,

x €] —00,—-2|U[2,+00] = a série é divergente.

III.

1. Trata-se de uma dupla aplicagdo da regra da derivacao da funcéo composta:

ﬂ@:g@m%my+@uwﬂmr=fwmw@¢fﬁ+1+w@»'

Logo, tendo em conta que arctan0 = 0, e que, por hipdtese, f(0) =0,

1 1
Tr0 11 (f0))

g'(0) = f'(0) 7-1'(0) = 2£(0).

. cosx—1 , . . .0 .
2. lim ———— ¢ uma indeterminacao do tipo —, que facilmente se pode levantar:
z—0 gin“zx 0
. coszr—1 . cosx—1 . cosx — 1 . 1 1
lim —— = lim 5 = lim =—lim— =——.
a—0  sin®z z—0 1 —cos?x  2—0 (1 —cosz)(l+ cosx) =0 1+ cosz 2

Outra forma de resolver seria por aplicacao da regra de Cauchy.

O segundo limite é imediato:

. arctanzx §
hm -1 = - = —.
xT—+00 ez e 2



Note bem: Nao sendo nenhuma indeterminagao, nunca se poderia usar a regra de Cauchy
neste caso.

Sl .. . i S . . ~ .
Quanto ao tltimo limite; hm+xw—1 ¢ uma indeterminacdo do tipo 17°°. Para levantarmos
rx—1

esta indeterminagao escrevemos

1 log x

. 1 . z—1 . logx i
lim 277 = lim 98" = lim ew-1 = Mot o1,
r—1t rz—1t rz—1t
. logx | . L .0 .
Ora, hm+ é uma indeterminacgao do tipo 5 a qual podemos aplicar a regra de Cauchy:
r—1T T —
. log z)’ o1
lim (7),: lim — =1.
a—1t (x = 1)  s—1tx
Logo,
log 1
z—1t x —1 ’
e, por consequéncia,
1
lim z71 =el =¢

IV.

1
lim f(z) = lim (;T + arctan m) = g + arctan( = g

r— —00 r— —00

1' = 1. = - = O.
1—1>I-ir-loo @) :E—l>r-iI-1<>o 1+ 22 1—1>I-&I-1<>o 2x

. T e e
Na segunda passagem, usou-se a regra de Cauchy para levantar a indeterminagao T
00

. . e 1 771’ o .
Jim f(z) = lm (z“rcta“x) =5+ (-3)=0

0
- =0.
1

wli%l‘*' f(l‘> o wli%l‘*' 1+ 22

b) Para cada z €] — 00,0[: A fungéo f coincide localmente (numa vizinhamga de x) com a soma
da constante 5 com a composta de g(y) = arctany com h(x) = <. Ora, fungdes constantes ¢ a
funcao arctan sao diferencidveis em R, enquanto que a funcao racional h(zx) = % é diferencidvel

se x # 0. Como somas e composi¢bes de fungoes diferencidveis sdo diferencidaveis em pontos
interiores dos respectivos dominios, conclue-se que f é diferencidvel em | — oo, 0[. A derivada

neste intervalo é ,
<7T n + 1) 1 ( 1 ) 1
—4arctan—- | = ——— [—— ) =— )
1\2 2 2
2 T 1+ (E) x 2 +1

Para cada x €]0, +oo[: A fungao f coincide localmente com a fungao racional ¥(z) = 175 a
qual é diferencidvel. Logo f é diferencidvel em ]0,4o00[. A derivada neste intervalo é

x /_1+x2—2x2_ 1 — 22
1+22/)

(1+22)? (1+x2)2
Para x = 0 : Comegemos por notar que f é continua em 0. De facto,

lim f(z) = lim f(x)= f(0)=0.

z—0~ z—0t



Note-se, no entanto que isto nada nos diz sobre a diferenciabilidade no ponto z = 0 (caso
diferente seria se tivessemos concluido que f nao era continua em x = 0). Usemos a defini¢ao
de derivada juntamente com a regra de Cauchy:

oo T@ =IO (@) = fOY e 1

e I S ) e i e R
o L@ 1O (@) O L -2t

ST T0 . T ooy e @ = i e =

Logo, nao existe lim M
z—0 z—0

Conclusdo: o dominio de diferenciabilidade de f é R\ {0} e

, €, portanto, f nao é diferencidvel em x = 0.

1
_TH sex <0
f/(‘r) = 1 _ x2
m se x > 0.
Se x < 0, ‘)"’(:c):wa#_H < 0.
Sex >0, f'(z) = % Logo f'(1)=0¢e
r€]0,1] = f'(z)>0,
zr€]l,+oo] = f'(z) <0.
Concluindo: a funcao f
- é estritamente decrescente em | — 00, 0],

- tem um minimo local em z = 0 dado por f(0) =0,

- é estritamente crescente em |0, 1],
1
- tem méaximo local em x =1 dado por f(1) = 3

- é estritamente decrescente em |1, +00].

Note bem: o extremo local em z = 0 nao é detectdvel a partir dos zeros de f’ dado que f
nao ¢é ai diferenciavel.

Como lim, .o f(z) = §, lim,_,o- f(x) = 0 e f é estritamente decrescente em | — o0, 0[, entao
f(] =00,0[) C]O,Z[. Como f é continua, pelo teorema do valor intermédio, todos os valores
entre 0 e 7 sdo assumidos por f em ] — oo, 0[. Logo,

£ - 00,00 = 0.7 .

Como f(0) =0, f(1) = %, f é continua em [0,1] e ¢ estritamente crescente neste intervalo,
pelos argumentos invocados acima,

0.1 = o).

Finalmente, como f(1) = 3, lim, 1 f(z) = 0 e f é continua e estritamente decrescente neste
intervalo, segue-se igualmente que

it +och = o).

Concluindo:



V.
a)

De acordo com as hipéteses, sejam a e b tais que 0 < a < b < 1, e tais que

fla)=—a, e [f(b)=-b

Ora, como f é diferencidvel em ]0, 1], entdo é também diferencidvel em Ja,b[ e continua em
[a,b]. Podemos assim aplicar o teorema de Lagrange a f no intervalo [a,b]. Deste teorema se
conclue que existe ¢ €]a, b tal que

Pl =10t _D-Ca_

—a b—a

e portanto, como Ja, b[C]0, 1[, conclue-se que —1 € f’(]0, 1]).

Fixe-se um ponto em ]0,1[, a, por exemplo.Tome-se uma sucessao (x,) em |a,1[, tal que
z, — 1. Para cada n aplica-se o teorema de Lagrange, garantindo-se assim a existéncia de um
¢n €la, x,] tal que

Tp —aQ

flen) =

Mas, por hipétese, lim f(x) = 400, 0 que implica que f(z,) — +oo. Portanto,
x—1—

/ +00 — f(a) _
fen) — 1—a = +o0.
Logo, o conjunto f’(]0,1[) ndo é majorado. Por outro lado, sabemos por a) que —1 € f7(]0, 1[).
Como, por hipétese, f é continua em |0, 1[, podemos aplicar o teorema do valor intermédio a
f' e concluir que [—1, +oo[C f’(]0, 1[).



