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I.

1. Estude, quanto a convergéncia em R, as sucessoes seguintes

n+2 (”‘1)%7 cos((—1)"n), iV Ti- v

n1+% ’ n -+ 1
2. Considere a sucessao (u,) definida por u; =1, upt1 = 2+ up.

a) Mostre que a sucessdo é monétona crescente e é limitada.

b) Conclua que a sucessdo é convergente e calcule o valor do seu limite.

II.

Seja S C R definido por S = {x = 1 — L : n,m € N;}. Justifique que S é limitado e determine inf S e

n m
sup S. Determine ainda, caso existam, max S e min S.

I11.

1. Determine para que valores reais de « e de 8 é que as seguintes séries sao convergentes, e, para a primeira
delas, calcule a respectiva soma.

= o = n?—1

2. Sejam (ay) e (by,) duas sucessoes de termos nao-negativos tais que a,, — 1/2 e > b,, é uma série conver-
gente. Estude a natureza das seguintes séries

S an+bn), DY (@n)", Y anby
n=1 n=1 n=1

3. Para cada p € N; considere o conjunto X, = [(2p)*2, (2p — 1)’2] . Designe por X a reunido de todos os

o0
conjuntos X, ou seja X = U X,. Seja (i) uma sucessdo de termos em X.
p=1

a) Suponha que (u,) é monétona e que em cada X, existe um tinico elemento da sucessao (u,,).
(1) mostre que p, — 0.
(ii) estude a natureza da série Y .

b) Suponha agora que temos um intervalo X, com uma infinidade de elementos de (p,). Investigue a
natureza da série Y fu,.



Resolugao:

I.

1. Atendendo a que
n+2 n 2 1 2

- T S
1 1 1 1 1
nitn oplta o oplta o opm plted

e tendo em conta que lim "T'H =1=lim {/n = lim n'/™ =1, conclui-se imediatamente que a sucessio
dada é convergente para 1 e, portanto, é convergente em R.

Considerando agora a segunda sucessao tem-se

n—1 3n B n+1-—2 3n
n+1 B n—+1

9 \ "t 3 9 \ 3 s
_ 1 — 1 — —2 .173: —6
<<+n+1) ) <+n+1) — () :

pelo que se conclui que a sucessao dada é convergente.

n

Como cosm = cos(—m) = —1 tem-se que cos((—1)"m) = —1,Vn € Ny, e, portanto, sendo a sucessao

constante, é convergente.

Finalmente, para a sucessao i/v/n + 1 —+/n vamos primeiro esclarecer a indeterminacao obtida a
partir do radicando:

(Vn+1—y/n) (Vn+1+/n)

vn+l+4/n
n+1l—n

vVn+l++/n
1

VAFi-va =

——F — 0.
vVn+l++/n

Consequentemente, no limite da sucessdo originalmente dada ocorre uma indeterminaciodo tipo 0°
quando aplicamos directamente as regras operatérias dos limites. Atendendo a que se lim(an4+1/ax)
existir em R entdo lim {/a,, também existe e ¢ igual, podemos tentar esclarecer a indeterminagao acerca
do limite da sucessao dada atendendo a que

Vn+2—+yn+1 B (\/n+27\/n+1)(\/n+2+\/n+1) Vn+1+4+n
n+1-yn Vit 2+t 1 (Vr+T1=vn) (Vn+T1+n)
n+2-n—-1 Vn+1l+yn
Vn¥2+vn+l n+l-n
Vnt+1l+yn
Vnt2+vn+1

I+ /35 141

1+1
n+2
nil+1

1

e portanto a sucessao dada no enunciado também converge para 1, sendo, consequentemente, conver-
gente.



2.a) Atendendo a que u; = l,us = 2 +u; = v2+1= V3>uieus=V2+vV3>V2+1=v3=u,
podemos conjecturar que a sucessao (u,) é mondtona (estritamente) crescente. Vejamos se tal é mesmo
verdade: seja P(n) a proposicao u, 1 —u, > 0. Entdo tem-se: P(1) : ug—u; = v/3—1 > 0 é verdadeira.
Assumindo que P(n) é verdadeira vejamos se P(n + 1) também o é:

Un+2_un+1:\/2+un+1_\/2+un>\/2+un_\/2+unzoa

onde na desigualdade foi utilizada a hipétese (de indugao) de ser P(n) verdadeira, i.e., upt1 > Uy Isto
mostra a monotonia de (uy,).

Sendo a sucessdo mondtona (estritamente) crescente conclui-se que u; é um minorante do conjunto dos
termos da sucessao. Para estimar um majorante observe-se que u; = 1,us = /2 + uy = V3<Vi=2
eainda uz = V2t uy < vV2+2 =2uy = 2 +Ftu3 < vV2+2 = 2. Isto sugere que se deverd ter
U, < 2, ¥n € N;. Vejamos (por indugdo): u; = 1 < 2 é verdade e se u,, < 2 entdo u,+1 = v2+ u, <
V242 =2, o que prova o pretendido.

b) Pelos resultados da alinea anterior concluimos que a sucessao, sendo monétona e limitada, é convergente
em R e portanto existe um real L tal que u, — L. Como (u,11) é uma subsucessao de (uy) convergird
para o mesmo limite L e portanto

L=limu,y; =limv2 +u, = \/2 +limu, = V2 + L,
pelo que L terd de satisfazer a equagao algébrica L = /2 + L, ou seja

L=V2+L & L[*=2+1L
o I[2P—-L-2=0
1+/1-4-(=2)

L =
2
e portanto tem-se, ou L = —1 ou L = 2. Como (u,) é estritamente crescente e uy = 1 > 0 > —1,
tem-se que limwu,, > —1, e entdao L = 2.
II.
Atendendo a que n,m € Ny conclui-se que
1 1 1 1
-1<-=-1<--—<1-—x<«1 (1)
n n m m

pelo que o conjunto S é limitado, sendo —1 um seu minorante e 1 um majorante. Como % e % podem ser

tao pequenos quanto se queira é de esperar que —1 seja o inf S e que 1 seja o sup S. Vejamos que, de facto,
assim é:

Como 1 =sup S é equivalente a Ve > 0,3x € S : x > 1 — ¢, ou seja fixando arbitrariamente ¢ > 0 devera
ser possivel encontrar naturais positivos n e m tais que % - %n > 1 — e. Atendendo a esta desigualdade é
natural considerar n = 1. O problema reduz-se agora a saber se havera algum m € N tal que 1 — % >1—¢,
ou seja, % < e. Mas isto é garantido pelo propriedade arquimedeana dos nimeros reais, pelo que se pode
concluir que 1 = sup S.

Para o estudo do infimo o principio é o mesmo:

—1=infS <= Ve>0,In,m e Ny : 1.1 < —1+e.
n m
Mas fixando m = 1 esta condi¢ao reduz-se a In € Ny : % < g, 0 que é garantido pela propriedade ar-
quimedeana.
Atendendo as desigualdades estritas apresentadas em (1) conclui-se que no existem naturais positivos n
e m tais que % — % seja igual quer a —1 quer a 1, pelo que inf S € S e supS € S e portanto min S e max S
nao existem.



III.

1. Atendendo a que

2n 2n 2\"
—_— a . f— a . P
a3n—1 a3n a3

2

conclui-se que a série dada é uma série de poténcias de 5. Sabemos, portanto, que a série serd
convergente se e sO se |%f < 1 e que, nestas condicoes, a sua soma, .S, sera igual a

Para clarificar melhor os valores de o que tornam a série convergente observe-se que

2
a3<1 = —1<$<1

2 2
0<1+SA5-1<0
« (&%

3

3 3
a>+2 2
3 A\ 3&
o «

[(a>0)\/(a<f\3f2)} A [(a<0)v(a> V2)
(a < =V2)V (a>V2)
Q 6} - OO,*%[U] \S/i +OO['

0< <0

T ¢ 0

i3

Agora para a segunda série note-se que para n muito grande as poténcias de maior ordem dominam e
tem-se
n?—1 n? 1

(n3+n—1)8" n38 ~ p36-2

pelo que é natural pensar em comparar a série dada com a série de termo geral 1/n3*~2. Observe-se

que
2_
m (n? —1)n36-2 n36 — p36-2 1— # '
= = = —_— .
e W +n—17 ~ W +n-17 (14 L 1)°

Consequentemente, a série dada e a série > ﬁ sao da mesma natureza e como esta ultima é
convergente se e s6 se 33 — 2 > 1, isto é, se e sd se § > 1, concluimos assim o nosso estudo.

2. Sendo a série Y b, convergente sabe-se que b,, — 0. Consequentemente, como a,, — 1/2, tem-se a,,+b,, —
1/2+0=1/2# 0 e portanto a série Y _(a, + b,) é divergente.

Observando que {/(a,)” = a, — % < 1, o critério da raiz de Cauchy permite concluir que a série
> (an)™ é convergente.

Finalmente, a,, — 1/2 implica a existéncia de uma ordem p € N; a partir da qual a,, < 1, e, portanto,
a partir da qual a,b, < b,. Entdo, como a série Y b, é convergente, o critério geral de comparagao
permite concluir que a série > a,b, também o é.

3.a) Atendendo as condigoes dadas no enunciado, os termos da sucessao (u,) tém de satisfazer

€ X, = L < < 1
Hn & En=="Topz = =g 1)

Consequentemente, como s — 0 e m——5 — 0, 0 teorema das sucessoes enquadradas permite
’ (2n) (2n—1) ’

concluir que (u,) é convergente e tende também para zero. Além disto, como se tem X C RT e



pn € X, C X,Vn, a sucessdo (u,) é positiva e a segunda desigualdade acima permite-nos concluir,
LR ~ 7 s 1 A
usando o critério geral de comparagao, que Y f1, é uma série convergente se » @z o for. Como

( ! E n? n 2 1
2n—1
= = — = €]0,+00
L (2n —1)2 <2n—1> 2 1o, l

n

conclui-se que as séries > ﬁ ey # sao da mesma natureza e, como a segunda é convergente, a
primeira também é.

b) Se existir um natural ¢ tal que o intervalo X, tenha uma infinidade de elementos da sucesséo (u,,) entao
esses elementos constituem uma subsucessao de (uy,), digamos (ug, ), que satisfazem py, > @ >0
e portanto ug, 7 0. Consequentemente a sucessao (u,) também ndo converge para zero e portanto a
série > u, é divergente.



