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I.

Considere os conjuntos definidos por

(z —m)?
A=qzeR:—— <0y, B ={x €R:xz=2arctan(n), n € N}

r+1

1. Mostre que o conjunto A é igual a ] — oo, —1[U{m}. Determine, caso existam,
ou justifique que nao existem, o supremo, o infimo, o méaximo e o minimo

dos conjuntos A, Be AU B.

2. Diga, justificando, quais das seguintes proposicoes sao verdadeiras. Para as

que forem falsas forneca um contra-exemplo.

a) Toda a sucessdo de termos em A N Vj(w) é convergente.

b) Toda a sucessdo de termos em A estritamente crescente é convergente

para um real negativo.

¢) Qualquer sucessao de termos em A convergente para o ponto z = —1 é

mondtona crescente.

d) Todas as sucessdes de termos em B que sejam estritamente mondtonas

sao crescentes.

II.

1. Determine a natureza das seguintes séries numéricas

o0

oo oo ) 1
Z = 1n Z T Zlcoshsmﬁ.
n=1 n—

e determine o valor da soma da primeira delas.

2. Determine o intervalo de convergeéncia da série de poténcias
n

= (29
2 5

e esclarega qual a natureza da série na fronteira do intervalo de
vergéncia.

[\)

con-



III1.

Calcule o valor dos seguintes limites

1 log cosh -
lim (x — 1) arctan — , lim —2 %Y , lim (cosx)® ’
z—0t X z—0 xT z—0t+

IV.

Considere a fungao continua em R definida por
() = lal®e™
onde  é um parametro real positivo.

a) Mostre que a funcdo ¢ ndo € diferencidvel em todo o R se e somente se
B<1

A partir daqui considere sempre 3 = 1.

b) Prove que ¢ é uma fungao par e calcule, caso existam, o valor dos limites
de ¥ (z) quando z — 400 e quando  — —oc.

¢) Calcule a funcao derivada v’
d) Determine os intervalos de monotonia e todos os extremos locais de ).

e) Determine o contradominio de .

V.
a) Prove que Vz > 0, log(z + 1) —logz < 1.

b) Use a desigualdade anterior para estudar a natureza da série numérica

™= n!+1
> log )
el mn:




I.

Resolugao:

1. Como (z — )2 > 0 tem-se

(z —m)*

<0 & z+1<0V(z—7m)?2=0
x+1
&S r<—-1Vz=nm

&z €]—oo,—1[U{r},

como se pretendia obter. Atendendo a isto tem-se sup A = max A =m e
inf A e min A ndo existem uma vez que A nao é minorado. Como B é o
conjunto dos termos da sucessao (2 arctan(n)) e como lim 2 arctan(n) = m,
conclui-se que B é limitado e portanto existem sup B e inf B. Como
arctan(-) é uma funcdo estritamente crescente conclui-se que sup B =
lim2arctan(n) = 7 e ndo existe max B uma vez que, pela monotonia
estrita da sucessdo, tem-se que 2arctan(n) é sempre inferior ao seu lim-
ite. Mais uma vez pela monotonia conclui-se que inf B = min B =
2arctan(0) = 2-0 = 0. Atendendo ao que se determinou anteriormente
tem-se sup(AUB) = max(AUB) = 7 e inf(AUB) e min(AU B) nao existe
visto que AUB D A e A ja nao era minorado pelo que AU B também nao
0 sera.

a) Tendo em atencao que ANVy (1) = (] — oo, —1[{U{r}) Njr—1,7+1[= {7},

conclui-se que, se (u,) é uma sucessao de termos em A N Vi(w), entao
Vn € Ny, u, € ANVi(r) = {r}, ou seja, (u,) é uma sucessao constante e
portanto é convergente.

b) Seja (un) uma sucessao de termos em A. Se a sucessao for estritamente
crescente entdo u,, # 7, Vn uma vez que se, para algum p € Ny, se tivesse
U, = T entdo up41 > up = ™ = sup A e portanto u,11 € A, contraria-
mente ao assumido. Entdo, qualquer sucessao (u,) nestas condigoes terd
de satisfazer u,, €]—o0, —1[ e portanto, sendo majorada por —1, a sucessao
é convergente e o seu limite terd de ser nao superior a —1 o que implica
que é um real negativo, como se pretendia provar.

¢) A afirmacdo é falsa. Um contra-exemplo possivel é constituido pela
sucessao definida por

—1- -1 senéimpar

Uy =
—1——= sen épar.



De facto tem-se

U2k—1 =—1——>-1

1
2% Took_1 W

ug = —1 — = Ugk+1

1
I
—1 " 2% +2

e portanto (u,) nao é mondtona, embora todos os seus elementos estejam

em A e seja convergente para —1.

d) Seja (u,) uma sucessdo de termos em B estritamente mondtona. Se
for decrescente entao u,41 < un, Vn. Seja m € N fixo arbitrario. Como
Um € B existird um m € Ny tal que w,, = 2arctan(m). Mas entdo o
nimero de elementos de B inferiores a 2arctan(m) é finito e igual a m,
o que implica que o nimero de termos da sucessdo (u,) distintos entre
si, com n > m, serd, quanto muito, igual a m. Como existem infinitos
termos da sucessao (u,) com n > m isto significa que terd de existir pelo
menos uma subsucessdo de (u,) que é constante e portanto a sucessao
nunca podera ser estritamente decrescente, contrariamente ao assumido.

Isto mostra o pretendido.

11.

1. Como

1 A B nA+(n-1)B n(A+B)-B

n—1)n n—-1 n  (m-1n (n—1)n

tem-se A+ B=0A-B=+41< A=1AB = —1, ou seja

i(n—ll)n:i<ni1_i>

n=2 n=2

Como o termo geral da sucessao das somas parciais satisfaz

G _ N L 1y_§~_ 1 -]
N—l1 —11 1
- XL luw
= 1—%—)1

)

conclui-se que a série dada é convergente e a sua soma ¢ igual a 1.

Observando que

4t sin(n)

T gsin(ntl) 7" + sin(n) B .HiH
=0 T wsin(n+1) 74 SaniD

=<1,



conclui-se, pelo critério da razao, que a segunda série dada é convergente.

Como cosh sin % > 1 conclui-se que o termo geral da série nao tende para
zero e portanto a série diverge.

1

2. Seja a, = O raio de convergéncia da série é dado por

1
R= ——F——.
lim sup {/|an|
Como
1 1

InFIT 3"+1 14+ 5= 1
lim Intl) _ lim 2 +11+1 = lim; = lim 31 ==,
G, 341 3ntl +1 3+ n 3

conclui-se que lim {/|a,| = 1/3 e portanto também limsup {/|a,| = 1/3,
pelo que vem R = 3. Assim sendo, a série dada é absolutamente conver-
gente sempre que z satisfizer -3 < r—2 <3 & —1 < x < 5 e é divergente

se x €] — 00, —1[U]5, +00[. Para z = —1 tem-se a série
()" 3"
— _1 n
7;1 3n+1 ;( ) 3" +1

e para x = 5 vem

n . ) 7’ .
Como se tem 33ﬁ — 1 conclui-se que qualquer das séries é divergente
visto que o termo geral nao tende para zero. O intervalo de convergéncia
da série de potencias dada é, entdo, o intervalo | — 1, 5].

I11.
O primeiro limite é imediato

1 U
lim ( — 1) arctan — = —1- ~
xl_I,Ii(x )arcanx 5

0
=3
Para o segunto limite a aplicacao directa das regras e propriedades algébricas dos
limites fornece uma indeterminacao do tipo %. Como as fungdo no numerador e
denominador da expressao a calcular sao diferencidveis em R tem-se, aplicando
a regra de Cauchy:

1 .
lim (log cosh z)’ — lim oz sinh @ — lim sinhz 0 0.
z—0 (JU)' r—0 1 z—0

cosh x 1

e portanto também se tem lim,_.q w =0.



Analogamente, o ultimo limite produz uma indeterminacao do tipo 1°°.
Como

. -2 . —2 . log(cosz)
Jim (cos ) Jlim exp |log (cosx) exp | lim —

a indeterminacao fica transformada numa do tipo % e como as fungoes em causa
sao todas diferencidveis em R* pode-se aplicar a regra de Cauchy para obter

log(cos x))’ —Sine 1 sinz 1 1
lim M: lim —<ose — _ = Jim __=

z—0+ (z2) z—0+ 2z 2 250+ T cosST 2
e portanto

lim (cosz)”  =e /2.

z—0t

IV.

a) A funciio z — e~ & diferencidvel em R. A fungdo z — |z|? é diferencidvel
pelo menos em R\ {0}. Portanto ¢ (x) é certamente diferencidvel em R\ {0}
qualquer que seja o valor de 3 > 0. Para o ponto x = 0 tem-se

1 —wz.

5(0) = lim v@) =) _ lim = lim z°le

r—0t+ z—0 rz—0t T z—0t

2|

Como z°~!' — 400 quando z — 0T se 3 — 1 < 0, conclui-se que 1)

nao é diferencidvel Sezﬁ < 1.8 3 =1 tem-=se 27! = 2% = 1 e entao
(0) = lim, o+ e~ = 1. Para a derivada a esquerda em 0 tem-se,
quando 5 =1,
|x|e™® —ge 2
PL(0) = lim = lim —— =— lim e ¥ =-1
x—0~ X z—0— X z—0—
e como ¥,(0) = —1 # 1 = 9/,(0) conclui-se que 3 também nao é difer-

enciavel se § = 1. Ou seja, ¥ nao é diferencidvel de § < 1. Quando 5 > 1
tem-se pelos calculos anteriores

¥3(0) = lim 2P lem" = 0.1=0,

rz—0t

¢1(0) = lim (—2)’ e =0-1=0,

z—0*t

pelo que v é diferencidvel nestas circunstancias, o que prova o pretendido.

b) Como t(—z) = | — zle~ ™" = |z]e=*" = (), conclui-se que 1 é par.
2 T
li S ~2* — lim o



Usando a regra de Cauchy tem-se

/
1
T G L
T——+00 (e:cQ) r—+oo 2xe®

pelo que lim, ;o ¥(x) = 0. Como ) é par tem-se, com = = —y,
lim ¢(z) = lim ¢(-y)= lm +(y)= lim (y)=0.
T——00 —Yy——00 —Yy——00 y——+00

c¢) Sabemos que 1 86 é diferencidvel em R\ {0} e tem-se

2
e " sex >0
Y(x) =

2
—xe " sex <0
pelo que, usando as regras de derivagao, tem-se

(1—222)e " sex >0
V() = 2
(—=1+22%)e ™  sex<O0.

d) O sinal de ¢ é, atendendo & expressdo determinada na alinea anterior, o
seguinte

x<—i = ¢Y'(z) >0

V2

1
——<x<0 = Y(r)<0

V2

0<x<% = ¢Y'(z) >0
gc>i = Y'(r) <0

V2

pelo que 1) é crescente em | — oo, —1/v/2[ e em ]0,1/v/2[ e é monétona
decrescente em |—1/+/2,0[ e em ]1/4/2, +o00[. Atendendo a que 9 é continua
em R é continua também em z = 0. Sendo decrescente em | — 1/+/2,0]
e crescente em ]0,1/v/2[ conclui-se que em 2 = 0 a fungdo 1 tem um
minimo relativo. Como ¥ (z) = |z|e~*" > 0 conclui-se ainda que o minimo
em z = 0 6, de facto, absoluto. Como /(z) = 0 < = = —1//2Va = 1//2
e os sinais da fungao derivada sao os apresentados acima conclui-se que
estes dois pontos sdo pontos de maximo relativo. Tem-se 1)(1/v/2) =
P(=1/3/2) = %6*1/2 e, atendendo ao comportamento de v, conclui-se
que o méaximo relativo de ¥ é, de facto, absoluto.

e) Pelos resultados das alineas anteriores conclui-se que 1(R) = [O, %e_l/ 2} .



V.

a) Como x +— logz é continua e diferencidvel em RT tem-se, fixando z > 0
arbitrario e aplicando o Teorema de Lagrange a esta funcao no intervalo
[z,14 ],

log(1+z) —log(x) 1

l+z—=x T e
para algum ¢ €]z,1 + z[. Como ¢ > z = L < % obtem-se finalmente

(&
log(1+ ) — log(x) < 2, como se pretendia.

b) Como

'+1 1
log (n _‘l_ ) =log(n!+1) —logn! < =
n! n!

e como Y. % ¢ uma série convergente conclui-se, pelo critério geral de
comparacao, que a série dada é convergente.



