Ezame de 19.1.00 e resolugao.



Instituto Superior Técnico
Departamento de Matemaética
Secgdo de Algebra e Anidlise

ANALISE MATEMATICA I
(Eng® Bioldgica, Eng® Quimica, Quimica)

Data: 19/1/2000
Duracgao: 3h00.

I.

Considere os conjuntos definidos por

1
>0}, B{xER:x,neNl}
n
1. Mostre que o conjunto A é igual a RT \ {1}. Determine, caso existam, ou justifique que nao existem, o
supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo dos conjuntos A e AU B.

2. Diga, justificando, quais das seguintes proposicoes sao verdadeiras. Para as que forem falsas forneca um
contra-exemplo.

a) Toda a sucessao de termos em A que seja limitada é convergente.
b) Toda a sucessdo de termos em A que nao seja limitada tende para +oc.
c) Qualquer sucessao monétona de termos em A M V;/5(0) tem limite real.

d) Qualquer sucessao de termos em A U B que seja estritamente decrescente tem limite em R(J{.

II.

Determine a natureza das séries numéricas

o0 4n o0
;71_’_5”, ;(\/n+ —/n).

I11.

1
wy,

Considere a sucessao (w;,) definida por w; =1 e, para todo o n € Ny, w41 =1+
a) Mostre que (wy,) estd limitada entre 1 e 2.

b) Mostre que a subsucessao dos termos de ordem par é decrescente se e s6 se a subsucessiao dos termos
de ordem impar for crescente.

¢) Prove que a subsucessao dos termos de ordem par é decrescente.

d) Justifique que a sucessdo (wy,) é convergente e determine o valor do seu limite.



IV.

Estude para que valores de a € R é que a série

N

n=1

é simplesmente convergente, absolutamente convergente e divergente.

V.

Calcule o valor dos seguintes limites

1 1
lim (logz)~%/®, lim ( - )
r—+00 z—0 \ T COS T SInx

VI.

Considere a funcao continua em R definida por

arctan %, sex >0

vlz) = { Ber*te . sex <0
a) Determine o valor de S.
b) Calcule, caso existam, o valor dos limites de 1 (z) quando z — 400 e quando z — —oc.
¢) Determine o dominio de diferenciabilidade de 1 e calcule v.
d) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de ).

e) Determine o contradominio de 1.

VII.

Seja f uma funcao definida em R, duas vezes diferencidvel, limitada e estritamente crescente.
Considere que f(0) = 0.

a) Mostre que Ja > 0:]0,a] C f/(J0, +o0]).

b) Mostre que existe pelo menos um ponto de R onde a segunda derivada de f é igual a zero.



Resolugao:

I.

1. Observando que log z s6 estd definido para x > 0 e que

0 1
-1 - — 0 +
x 0o + + +
loge | ... — 0 +
conclui-se que o dominio de gflgglz ¢ RT \ {1} e neste conjunto a expressao é positiva, pelo que A =

R* \ {1}, como se pretendia.

Como A = Rt \ {1} =]0,1[U]1,+oo[ é ilimitado & direira, ndo tem majorantes e, portanto, nao
tem supremo e, consequentemente, ndo tem maximo. Os minorantes de A sdo os nimeros reais que
satisfazem x < 0. Consequentemente z = 0 é o infimo (o maior dos minorantes) e, como 0 &€ A, o
conjunto A ndo tem minimo.

Atendendo a que B C R~ e A C RT as conclusoes sobre o supremo e o maximo de A permanecem
validas para AU B. Quanto aos minorantes de AU B tem-se agora: = é minorante de AU B se e so se
x < y para qualquer y em AU B. Consequentemente tem se de se ter z < —1, visto que —1 é o menor
elemento de B, correspondente a n = 1. isto permite concluir que o infimo de AU B é —1 e, como
—1 € AU B, concluir que A U B tem minimo.

A proposicao é falsa, ja que, por exemplo, a sucessao

- 3 sen éimpar
" 4 sen épar

é limitada, tem todos os termos em A e é divergente.
A proposicao é também falsa: a sucessao

3 sen é impar
Up = ,
" n sen & par

é ilimitada e nao tende para +oo uma vez que tem uma subsucessao que nao tende para +oo.

O conjunto A N V;/5(0) =]0,1/2[ ¢é limitado. Se (u,) for uma sucessio monétona, de termos neste
conjunto, entao serd mondtona e limitada e, portanto, convergente.

Seja (up) uma sucessdo de termos em A U B estritamente decrescente. Como B C R~ e A C RT
conclui-se que, se existe um natural p tal que u, € B entdao u, € B,Vn > p. Mas se u, € B entao
Up = —% para algum m natural, devido a definicdo de B. Entao n > p = u, < up = —%. Mas como
existe apenas um numero finito de elementos de B menores que —% (de facto, apenas m — 1 elementos
de B estao nestas condigdes) entao (uy,) teria de ser constante a partir de certa ordem, o que néo pode
acontecer uma vez que a sucessao é estritamente decrescente. Esta contradigdo mostra que qualquer
sucessao (u,) nas condigoes do enunciado tem de pertencer a A. Consequentemente o seu limite pode
ser qualquer ponto de A e também = =0 e x = 1, ou seja, R& e portanto a proposigao é verdadeira.



II.

Utilizando o critério da razao de D’Alembert para a primeira série tem-se

4n+1

an+1:1+57n+1:4n+1<1+5n): 1+5n _>é<1
P e O I e

e portanto a série dada é convergente.
Para a série de termo geral v/n + 1 — y/n, podemos observar que se trata de uma série de Mengoli e
portanto a soma parcial até N é

N N N
Sy = Y (Vn+l-vn)=> Vntl-> Vn
N+1

n=1 n=1
N

= Sovi- o va

n=2 n]:vl N
VN+1+> Vn-vVi-> vn
= \/m—1_ :

Como lim Sy = lim(v/N + 1 — 1) = +o00, conclui-se que a série dada é divergente.

III.

a) Provaremos esta afirmagdo por inducdo: para n = 1 tem-se w; = 1 € [1,2]. Supondo agora que, para
n € N fixo é valido 1 < w,, < 2, entdo tem-se

1<3—1—|—1<1+1<1—|—1—2
—2 277w, T 1
o que, atendendo a que wy,4+1 =1+ wi, mostra o pretendido.

1
W2n—1

b) Observando que wy, = 1+ tem-se imediatamente que se (wo,_1) for crescente entao ( L )

W2n—1
1

W2an—1

é decrescente e portanto (wa,) = (1 + ) é também decrescente, e vice-versa, o que prova a

proposicao.

c¢) Provaremos isto por inducdo: pretendendo mostrar que wy(,41) — wan € decrescente, comecemos com o
1 - _ _ 1 _ 1 _ 3 _ 1 _ 5 :
cason =1l:comow; =1l,wy =147 =2, w3 =1+35 =35, wg = 1+3/—2 = 3, conclui-se que
Wy — Wy = g —2= —% < 0. Supondo agora que wa(p41) — w2, < 0 vejamos se também se verifica que
Wan+2) — Wa(nt1) < 0. Pela definicao de wp,) tem-se

1 1
Wo(n+2) — Wa(n = 1+ —-1-
2An+2) 2n+l) Wan+3 Wan+1

1 1

Won43 Won41

Wan+4+1 — Wan+3
Won43W2n4-1

1+ L —1- 1L

W2n, Wan42

Wan+4+3Wan+1
11

W2an, W2an+4+2

Wan4+3W2an+1



Wan42 — Wan

Won+4+3Wan4+2Wan4+1Wan
< 0

onde o sinal da desigualdade vem dos factos de o denominador ser positivo (visto que w, > 1 > 0) e
de o numerador ser negativo, pela hipdtese de inducao. Isto prova o pretendido.

d) Como (wg,) é limitada e mondtona, é convergente para um numero real, digamos K. Pela alinea b) o
mesmo se passa para a sucessao (wa,—1), a qual serd convergente para um nimero real (ndo necessari-
amente igual ao anterior), digamos L. E claro que K, L € [1,2]. Atendendo a que

1

Wanp—1

wop =1+

tem-se, passando ao limite,

1
L:1+? <~ LK =K +1.

Por outro lado, também
1

wopy1 =1+ —
Wan

pelo que, analogamente,

1
K:1+Z <~ LK =L+1.

Consequentemente K +1 =L 4 1 e portanto K = L. Entao L tem de satisfazer L = 1 + %, donde se

obtém L? — L — 1 = 0 o que, pela férmula resolvente e porque L € [1,2], resulta em L = HT‘@

IV.

A série sera absolutamente convergente se e sé se a série dos médulos for convergente. Como

n? n?

~ = quando n — oo
(’I’L + 1)04-!—1 na+1 na—l

tem-se

2
__n- 2 a+1
(T DT n 1 n
1 = oc+1na = 1’
(n+1) n+1

na—1

pelo que as séries Y @ Jﬁ;a T ey n(}fl tém a mesma natureza. Como esta ultima é convergente se e sé se
a—1>1,isto é a > 2, conclui-se que a série dada é absolutamente convergente para estes valores de a.
Para os restantes valores de «, isto é, para « €]1, 2] a série ndo é absolutamente convergente. Como se trata
de uma série alternada vamos estudar a sua natureza aplicando o critério de Leibnitz. Tem-se

n? n? 1 0:
(n+1)att S el Tt
além disto, verifica-se que
(n+1)? n? _ (n+1)2(n+ 1) —n?(n+2)*t!
(m+2e (D (n+ D) (n+ 2)°71

n? ((n+ 1)t — (n+2)>T) + 2n(n+ 1)*T! + (n+ 1)>*!
(n+ 1) (n + 2)o+1 ’

e, como

(n+1)* —(n+2)T =+ 1) —[(n+1) -1 <+ DT —(n+ 1) -1=-1<0,



conclui-se que o limite do numerador da expressao acima é —oco e, portanto, para n suficientemente grande,
a expressao € negativa, ou seja, a sucessao é decrescente e o critério de Leibnitz permite afirmar que a série é
convergente. Como, conforme ja se viu, para estes valores de a a série dos médulos é divergente, concluimos
que a série é simplesmente convergente. Tem-se, entao, o seguinte:

a>2 : a série é absolutamente convergente,
l<a<2 : asérie é simplesmente convergente,
1>a :  a série é divergente.
V.
. . —2/x
Observando que (logz)~2/* = elog((log ) ™/7) exp (—2loglogz) = exp (—Qk’gﬂ%) . Como, quando

log log x
T

r — 400 a fungao dé origem a uma indeterminagao do tipo e como as fungOes em causa sao

diferencidveis, podemos tentar aplicar a regra de Cauchy: sendo

>
00

1 1
(loglogz) gz 1

() 1 zlogxe—tee

log log
T

conclui-se que também — 0 quando x — 400 e portanto

(logz)™2/* — 720 =1,

z — 4oo
Para o caso do outro limite observe-se que
1 1 2 sin 2z — 2z
r cosrsinzx x sin2z rsin2z

Atendendo a que todas as fungdes em causa sao diferencidveis em R pode-se aplicar a regra de Cauchy para
levantar a indeterminacao que surge na aplicacao directa das regras operativas dos limites, vindo entao

(sin2x — 2x)’ 2cos 2z — 2

= (1)

(2 sin 2x)’ sin 2z + 2x cos 2

R « - reito v .. . o .0
Como, quando z 0, a expressao no membro direito volta a originar uma indeterminacao do tipo 8,
podemos novamente tentar aplicar a regra de Cauchy: tendo

(2cos2z — 2) ) —4sin 2z
1m —— = lim - =
z—0 (sin 2z + 2z cos2z)’ -0 4cos 2z — 4z sin 2z

)

conclui-se que o limite de (1) é também 0 e que, portanto, a fungido dada também tende para 0 quando
z— 0.

VI.

a) Sendo ¢ continua em R serd, em particular, continua em 0 :

lim ¢¥(z) = lim ¢(x) =1(0).

z—0t z—0~

Como ¥(0) = Be® = 3, e lim,_,o+ () = lim,_,q+ arctan (%) = 5 conclui-se que § = 7.

b)
1
l = i tan — =0
L Y] = g arctan
lim ¢(z) = lim g612+x: lim gez(zﬂ):—koo



¢) A funcao arctan é a composta das fungoes x — y = l e y — z = arctany, as quais sao ambas continuas
e d1ferenc1ave1s nos respectivos dominios. Consequentemente psi é diferencidvel em R*; analogamente,
P(x) = Fe* *+7 ge 2 < 0 e como a fungdo no membro direito é diferencidvel em R~ por ser a composta
de fungoes af diferencidveis, conclui-se finalmente que a fungéo dada serd diferencidvel em todo o R\ {0}.
O estudo do caso fronteira, x = 0, tem de ser feito separadamente:

_ ™ =24z _ 224 -1
0(0) = tim YO YO 3¢ 2 I gy & 2
z—0~ z—0 z—0~ T 2 z—0- T
Aplicando a regra de Cauchy tem-se
()
et T — (22 + 1)ev’+e 7r
mo- (z) P 1 = Ve0) =3
Analogamente,
Y(x) —(0) . arctant — %
Va0) = T == g = Jim ——

Novamente pela regra de Cauchy

(arctan 1 7T)/ 7_(1/;62)2 1 1 1
. 27 2) . 140/n)? . - . B
e e L e TP e L. o I

Consequentemente, ¢ ndo é diferencidvel em x = 0 e o dominio de diferenciabilidade é, assim, R\ {0}.
Pelas regras de derivagao tem-se, atendendo aos calculos ja feitos acima

Y (z) = —(1+ 332)_12 se x> 0,
TQ2r+1)e” ™ sex <O0.

d) O estudo do sinal da primeira derivada fornece o seguinte:

x>0 = P (r) <0 = 9(z) ¢ estritamente decrescente,
<0 = Y(z)<0sex<—-1/2 = (z) é estritamente decrescente,
P'(x) >0sex>—-1/2 = (x) é estritamente crescente.

Consequentemente, como 1) é continua em R, conclui-se que possui um minimo local em z = —1 e um

2
maximo local em z = 0.

e) Sendo ¥ continua em R, t(x) > 0 e atendendo ao comportamento determinados em b) e d), conclui-se
que 0 é o infimo do contradominio de ¥ e que ndo é minimo, além disto, obtem-se ainda que 1 nao é

limitado. Pela continuidade de i sabe-se que o contradominio é um intervalo, pelo que se conclui que
P(R) = RT.

VII.

a) Sendo f limitada e mondtona terd limite quando © — +o0, digamos 3 > 0. Entao, para qualquer € > 0
suficientemente pequeno, existird xg > 0 tal que f(z) = 8 — e. Como f é diferencidvel em R pode-se
aplicar o Teorema de Lagrange entre 0 e g e concluir que existe £ €]0, o tal que

flzo) = f(0) _ flzo) B—e P
f'(&) = = = <—

o — 0 Zo Zo i) '

Por outro lado, para x > ¢ existe também & €]0, z[ tal que

=120

X

8
To '
Como (/x — 0 quando & — +o00 e devido a f’ ser continua (visto que é diferencidvel) conclui-se que,

fixando o < ﬁ e escolhido arbitrariamente 0 < § < a, existe sempre pelo menos um y € R™ tal que
f'(y) é igual a ’5. Tsto mostra o que se pretendia.



b) O que foi feito na alinea anterior para x > 0 pode ser repetido com z < 0 e concluimos que também
10,a] C f/(R7), para algum « que pode ser considerado comum aos dois casos (considearndo o menor
deles, por exemplo). Escolha-se v €]0,a] arbitrdrio. Existem z; € R™ e xo € RT tais que f'(z1) =
~f'(z2). Entao, como f’ é diferencidvel (e portanto também continua) em R, pode-se aplicar o Teorema
de Rolle em [z1, 23] e concluir que existe £ €]z, x2[ tal que f”(£) = 0, como se pretendia mostrar.



