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ANALISE MATEMATICA II

6% Ficha de Exercicios

(Eng® Bioldgica, Eng® Quimica, Quimica)

Estruturas algébrica, métrica e topoldgica de R"

1. Considere os seguintes conjuntos
A={(z,y) eR?:2? +y* <1}
(z,y) €ER? -z + 9% > 1A 4a? + 42 <4}
(z,y) € R?: zy < 1}
(z,y) ER*: 2z > ly|}
(z,y) ER*: 1 < |z| + |y < 2}
(z,y) € R?: cos(z +y) < 0}

1
x € R? : sin — 20}
[BS]

1 1

U= 3.y=2 2 2 < =

U (x,y,2) ER iy n/\ x—f—z_n}
neNy

Q:U{XeRm:n—l—logHX—nlGR_},ondelz(L...,l)ERm
neN

a) Esboce os conjuntos anteriores (no caso €2 considere m = 2) e ainda AND
e A x[0,1].

b) Para cada um dos conjuntos acima determine o seu interior, exterior,
fronteira, aderéncia, derivado e diga, justificando, se é aberto, fechado,
limitado, compacto, conexo, ou convexo.

¢) Dé, quando possivel, exemplos de sucessoes nas condigoes seguintes, justi-
ficando cuidadosamente as respostas:
(i) (x,,) de termos em 0D tal que x,, — x, com x € A.
(ii) (xy) de termos em A\ D tal que x,, — x, com x € D.
(iii) (xy,) de termos em G tal que x,, — 0.
(iv) (x5) de termos em E, convergente para um ponto de D°.
(v) (x5,) de termos em E, divergente, mas com todos os sublimites em D°.
(vi
(

vi) (x5,) de termos em E, divergente, sem subsucessoes convergentes.
vii) (x,,) de termos em C, divergente, sem subsucessoes convergentes.

2. Sejam (u,) e (v,) duas sucessoes de termos em R™ e suponha que (u,)
converge para o vector nulo e que (v,,) é limitada. Prove que a sucessao
real de termo geral u, - v,, converge para 0.

3. Sejam A e B dois subconjuntos de R™. Relembre-se que AU B = {x € R™ :
x€AVxeEB}, ANB={xeR":x€ AANx€EB}eA+B={xeR":
x =a+b,a€ AADb € B}. Tomando para C' cada um deste conjuntos,



mostre que sao verdadeiras, ou exiba um contra-exemplo se forem falsas,
as seguintes proposicoes:

(i) Se A e B sao limitados, entao C' é limitado.

(ii) Se A e B sdo compactos, entdo C' é compacto.
(iii) Se A e B sao conexos, entdo C' é conexo.
(

iv) Se A e B sao convexos, entdo C' é convexo.

4. Mostre que as bolas unitdrias para as normas {1, euclideana e £, de R™ sao
conjuntos convexos.

5. Seja z # 0 um ponto de R™. Mostre que o semi-espaco {x € R™ : x-z < 0}
é um subconjunto aberto de R™.

6. Seja z # 0 um ponto de R™. Mostre que {x € R™ : x-z = 0} é um subespago
vectorial de R™ de dimensao (m — 1).

7. Escreva uma equagao cartesiana do plano que contém os pontos ej,es e
e; — 3e; de R3. Esboce a sua interseccdo com o primeiro octante de R3.



Solugoes

1.b) int A= {(z,y) e R?: 22 +y? < 1},
ext A={(z,y) e R?: 22 +y* > 1},
fr A={(z,y) e R?: 2% + y*> =1},

A=A = A

A é nao aberto, fechado, limitado, compacto, conexo, convexo.

int B={(r,y) € R?: 22 + ¢y > 1 Ada? +y? < 4},

ext B={(z,y) e R?: 22 +y? <1V da? +9% >4},

fr B={(z,y) e R?: 2® +y* =1V 4a® +y* = 4},

B ={(z,y) ER?: 22 +y% > 1 ANda? +4? < 4},

B’ =B.

B é nao aberto, nao fechado, limitado, ndo compacto, nao conexo, nao
convexo.

int C = {(z,y) e R?: zy < 1},

ext C = {(z,y) € R? : zy > 1},

fr C = {(x,y) eR?*: 2y =1},

c'=C=0C.

C' é nao aberto, fechado, nao limitado, nao compacto, conexo, nao convexo.

int D=2D,

ext D= {(z,y) e R?: x < |y|},

fr D= {(z,y) €R?: x = [y[},

D= {(z,y) eR*: z > [yl},

D' =D.

D é aberto, nao fechado, nao limitado, ndo compacto, conexo, convexo.
int £={(z,y) e R?: 1 < |z|+ |y| <2},

ext E={(x,y) € R?: |z|+|y| < 1A |z| +|y|] > 2},
fr BE={(z,y) €R*: |2| +[y| = LA lz| + |y = 2},
E={(z,y) e R?: 1< |z| +|y| <2},

E' =F.

B énao aberto, nao fechado, limitado, nao compacto, conexo, nao convexo.

int F=U,c {(z,y) eR*: T +2nr <z +y<F+(2n+ 1)},
ext F=U,ep{(z,y) €R?*: —Z +2nr <z +y <3+ 2nr},

fr F =U,ezl(a,y) €ER?: 2 +y = § +nr},
F=Uper{l@y) eR?*: Z42nm <z+y <%+ (2n+1)r},

F'=F.

F é nao aberto, fechado, nao limitado, nao compacto, nao conexo, nao

convexo.

int G = ( U {XERZZ . x| < 1}>U{XER2: x| > 1}’
= 2n+ )w 2nm v

1 1
t G = R?: — —
ext G {x € S < Ix|l < o= l)ﬂ}’

neNy



b G = ( U {xe®: i ajﬂ}) 1o},

neNy
= 2, 1 1 2, 1
G_<ng {xeR . (2n+1)ﬂéx|§2m}>U{xeR '|X|Z7T}U{0}7
G =G.

G é nao aberto, nao fechado, limitado, ndo compacto, nao conexo, nao
convexo.

int U =0,

iU = (U{<x7y7z>eﬂ%3:y4ﬁrﬂ}>

neN

(U furaer = tovasa- 1),
neN

fr U =UJ{(0,0,0)}.

U=U= frU.

U é nao aberto, nao fechado, limitado, nao compacto, nao conexo, nao
convexo.

int Q = Q,
ext ) = ﬂ {xeR™: |[x—nl]|>e "},
neN
fr Q= U {xeR™ : ||x—nl||=e"},
neN
O=J {xer™: |x-n1| <e}.
neN

Q é aberto, nao fechado, nao limitado, ndo compacto, nao conexo, nao
convexo.

¢)(i) Possivel. Um exemplo: x, = (0,0), para todo n € N.
i)

ii) Impossivel (note que A\ D é fechado).

(i
(iii) Possivel. Um exemplo: x, = (-=,0).
(iv) Possivel. Um exemplo: x, = (0, 2), para todo n € N.

(v) Possivel. Um exemplo: x,, = (—1)"(0, 3).

(vi) Impossivel (consequéncia do teorema de Bolzano-Weierstrass).
(

vii) Possivel. Um exemplo: x, = (n,0).

3.(i) Verdadeiro nos trés casos.

(ii) Verdadeiro para C = A|UB e C = A + B. Falso para C = A B.
Um contraexemplo: A = B3(0) e B = B1(0).



(iii) Falso para C' = A|JB. Um contraexemplo: A = B;1(0) e B =
Bi(3e;). Falso para C = A B. Um contraexemplo em R?: A recta
y = x e a circunferéncia x2 + y? = 1. Verdadeiro para C = A + B.

(iv) Falso para C = A|JB. Para um contraexemplo, vér (iii). Ver-
dadeiro para C = A(NBe(C = A+ B.

7. Uma possivel equagao cartesiana: = +y + 4z = 1.



