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Derivacao da funcao composta. Continuacao

12. Seja f: R? — R uma funcio com derivadas de 22. ordem continuas tal que

n2 n2

A % = 0. Seja g : R? — R, dada por g(u,v) = f(u® — v?, 2uv).
Mostre que % + % =

13. Seja F : R3 — R, diferencidvel em R3, tal que %—f # 0 em R3. Seja ¢ : R? —
R, diferencidvel em R?, tal que

F(z,y,p(z,y)) = 0. (1)

Determine as derivadas parciais de ¢ em funcao das derivadas parciais de
F.

(Sugestao: derive ambos os membros de (??) em ordem a x e a y).

14. Mostre que nao existe nenhuma funcao f : R> — R com derivadas parciais
de 2# ordem continuas tal que :
of of

%(an):_&nyy € 873/(‘%.70)26 .

Formula de Taylor e Estudo de Funcoes

1.a) Seja f uma fungdo trés vezes diferencidvel numa vizinhaga do ponto a e
suponha que f”(a) =0 e f"'(a) # 0. Prove que a é um ponto de inflexao
de f.

b) Seja f uma funcao quatro vezes diferencidvel numa vizinhaga do ponto a
e suponha que f”(a) = f”(a) = 0 e f(*¥)(a) # 0. Prove que f é convexa
ou concava no ponto a conforme £ (a) >0 ou f)(a) < 0.

2. Prove que o gréafico de uma funcgao f, cujo dominio contém um intervalo nao
majorado, tem uma assimptota a direita se existem e sao finitos os limites

a lim 7( ) ue designaremos por m
q g p )
r—-+oo I

b) hrf [f(x) — ma] (que designaremos por p).

A assimptota é a recta de equacdo y = mz + p.



. Prove que, se uma funcao f : R — R verifica a condigao
f(n) (:L’) =0 VIGR

para um certo n € N, entdo f(z) é um polinémio em x de grau menor do
que n.

. Prove que se g : R — R é trés vezes diferencidvel e se ¢"’(z) > 0, Vz € R,
entao g nao pode ter mais de dois pontos de extremo local.

Admitindo agora que g tem de facto extremos locais nos pontos « e (8
com a < 3, indique se g(«) e g(8) sdo maximos ou minimos da funcdo.
Justifique.

Escreva a férmula de Taylor para g em relagao ao ponto 8 e com resto de
Lagrange ordem e aproveite para mostrar que g(x) > g(8) para x > .

. Esboce o grafico das funcoes dadas, tendo em conta os seguintes aspectos:
dominio, continuidade, diferenciabilidade, monotonia, extremos, concavi-
dades, inflexoes e assimptotas:

3 —=x T x
b t e —_ d 1+ —.
a) z°e” 7, )arcan(x_i_l), C)1+log|x\’ ) +t 3

. Seja f : R +— R uma funcio de classe C! e a € R tal que:
fla)=f"a) = f"(@) =0, e [U@)z—a)>0, sezfa
Mostre que f tem um minimo local no ponto a.

. Para os campos escalares definidos em R? pelas expressoes seguintes, deter-
mine e classifique os seus extremos, indicando se sao, ou nao, globais e
absolutos.

a) flz,y) = xye™",

b) flz,y) =2® = 3ay +y°,

c) flz,y) = (22 —2*)(2y — v°),
d) f(z,y) = 223 + 2y + 52 + 2.

. Determine a férmula de MacLaurin de terceira ordem da fungio g(z,y) =
e’ siny.

9. Determine a férmula de MacLaurin de quarta ordem da funcgio ¢(z,y) =

COS I COS Y.

10. Calcule o polinémio de Taylor de segunda ordem da funcao ¥ (z,y) = y*

numa vizinhanga do ponto (2,1). Aproveite este resultado para calcular
um valor aproximado de (0,95)2:1.

11. Escreva a funcao polinomial h(z,y, 2) = 22 +y?+224+ 20y —yz—4r—3y—z+4
em poténciasde x — 1,y —1le z — 1.



Série de Taylor

1. Determine os desenvolvimentos em série de Mac-Laurin das seguintes funco€s,
indicando a regiao onde sao validos.
1 1
——. b t log(1 d) sin? _
a) a2 ) arctanz, c)log(l+x), d)sinz, e) TS

2. Determine os desenvolvimentos em série de Taylor das seguintes fungoés em
torno do ponto 2, indicando a regiao onde sao validos.

1
a) g b) vz c¢)x3 d)e*, e)loga.
3. Sejam f e g duas fungdes uma vez difencidveis tais que f(0) =0, g(0)=1¢e

fllx)=g(x), g'(@)=—-f(z), Vacr

1° Prove que

a) f e g sdo indefinidamente diferencidveis.
b) Qualquer das fungdes f e g é desenvolvivel em série de Mac-
Laurin, série essa que representa a funcao considerada para o
ponto xz € R.
2° Utilize o método dos coeficientes indeterminados para obter os desen-
volvimentos de Mac-Laurin de f e g.

3% Prove que [f(z)]? + [g(2)]? = 1, VieRr-



12.

13.

Solugoes

Aplique 2 vezes a regra de derivacao da funcao composta.
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