COMO AS COISAS RODAM

JOSE NATARIO

1. GRUPO DAS ROTACOES

Recorde que as rotagoes em torno da origem sao aplicagoes lineares representadas pelas matrizes
do conjunto

SOB)={S € Msxs:S'S=TedetS=1}.

Exercicio 1.1. Suponha que f : R® — R3 preserva a distancia FBuclidiana e fira a origem. Mostre
que:

(1) f leva segmentos de recta em segmentos de recta;

(2) f(Ax) = A\f(x) para A € R e x € R3;

(8) f leva o ponto médio de um segmento no ponto médio da sua imagem;
(4) f(x+y) = f(x)+ f(y) para x,y € R%;

(5) (), 1(3)) = (x,y) para x,y € RY;

(6) f(x) = Sx parax € R3, onde S € M3y3 € ortogonal (ou seja S'S =1I);
(7) Se [ preserva orientagoes entdo det S = 1.

Uma vez que M3x3 ~ R? podemos pensar em SO(3) como um subconjunto de RY. Na verdade,
é possivel mostrar que SO(3) é uma variedade diferencidvel de dimensao 3, compacta (i.e. limitada
e fechada).

Exercicio 1.2. Seja S3x3 C M3xs o conjunto das matrizes simétricas. Mostre que:

(1) Szx3 € um subespaco linear de Mzx3 com dimensdo 6 (logo S3xz ~ RY).

(2) As matrizes ortogonais formam o conjunto de nivel O(3) = F~Y(I) da aplicagio dife-
rencidvel F': M3sy3 — Ssxs dada por F(M) = M'M.

(3) DF(S)(V) = %F(M(t»h:o’ onde M : R — Masys é uma curva diferencidvel satisfazendo
M(0)=S e M(0)=V.

(4) DF tem caracteristica mdzima em cada ponto S € O(3).

(5) SO(3) € uma variedade diferencidvel de dimensao 3 em Msxs.

(6) SO(3) € uma variedade compacta.

Exercicio 1.3. Recorde que um grupo (G,-) é um conjunto G munido de uma operagdo bindria
- que € associativa, possui elemento neutro e para a qual todos 0s elementos possuem inverso.
Mostre que SO(3) com a operagao produto de matrizes € um grupo nao comutativo.

Portanto SO(3) é uma variedade com estrutura de grupo (grupo de Lie).

E habitual designar por s0(3) o espaco tangente a SO(3) na matriz identidade, so(3) = T7.50(3),
que é pois um espago vectorial de dimensao 3. Se S : R — SO(3) é uma curva diferencidvel
satisfazendo S(0) = I e S(0) = A temos entao

Stt)S(t) =1 = St(t)S(t) + SH(t)S(t) =0 = At + A=0,

0 que mostra que todos os elementos de s0(3) sdo matrizes anti-simétricas. Como estas matrizes
formam um subespago linear M3x3 com dimensao 3, concluimos que

50(3) = {A € Msxs: Al = —A}
Se A € 50(3) é uma matriz anti-simétrica entao exp(4) € SO(3), j& que

(exp(A))! = exp (A') = exp(~A) = (exp 4)~!



2 JOSE NATARIO

det(exp(A)) = exp(tr(A)) = exp(0) = 1.

Exercicio 1.4. Demonstre a formula det(exp(M)) = exp(tr(M)) para matrizes M € Myxn
diagonalizdveis.

Desta forma temos uma aplicagdo analitica exp : s0(3) — SO(3). E possivel mostrar que esta
aplicagao é sobrejectiva, ou seja, qualquer rotagao é da forma exp(A) para algum A € so(3).

Exercicio 1.5. Mostre que:

(1) Qualquer rota¢do em torno do eizo dos zz estd na imagem de exp : s0(3) — SO(3), jd que

0 -t O cost —sint 0
exp|lt O O] =|sint cost O
0 0 O 0 0 1
(2) Qualquer rotagao S € SO(3) é da forma
S=T'ZT,

onde T, Z € SO(3) e Z é uma rotagdo em torno do eizo dos zz.
(8) A aplicagdo exp : s0(3) — SO(3) € sobrejectiva.

Recorde que a férmula exp(A) exp(B) = exp(A + B) s6 é verdade se A e B comutam. Para
A, B € s0(3) tem-se no entanto exp(A) exp(B) = exp(C) para alguma matriz C € so(3).

Exercicio 1.6. Admitindo que C € dada por uma série de de poténcias de A e B, mostre que
1
C=A+B+§[A,B]+...,
onde [A, B] = AB — BA.

Na verdade, todos os termos da série acima (dita a série de Baker-Campbell-Hausdorf)

s@o obtidos aplicando sucessivamente a operagéo [, -] a A e B. Desta forma, essencialmente toda
a informacao acerca do grupo das rotagoes esté codificada na operagao [, -] em s0(3).
Exercicio 1.7. Mostre que (so0(3),[,-]) € uma algebra de Lie, isto €, que a operagio [-,-] é

bilinear, anti-simétrica e satisfaz a identidade de Jacobi:
[A4,[B,C]] + [B,|[C,A]] + [C,[A, B]] =0 para A, B,C € s0(3).
Exercicio 1.8. Mostre que existe um isomorfismo linear € : s0(3) — R3 tal que
Ax =Q(A) x x
para x € R? e A € 50(3), onde x designa o produto externo. Mostre ainda que
(A, B]) = 2(4) x Q(B)
para A, B € 50(3). Portanto (R3, x) é uma dlgebra de Lie isomorfa a (s0(3),[,])-

2. CoisAaS CLASSICAS

Comegamos por estudar o movimento de rotagao livre de um corpo rigido em torno do seu
centro de massa. Um corpo rigido é um sélido idealizado que se assume ser completamente in-
deformavel, ou seja, tal que dois quaisquer dos seus pontos se mantém sempre a mesma distancia.
Matematicamente, podemos representé-lo por um conjunto aberto limitado C' C R? (dito a con-
figuragao de referéncia) e uma funcao integravel p : C — R* (dita a fungao densidade). Por
simplicidade, vamos assumir que o centro de massa se encontra na origem, ou seja, que

.LXM@sz

Todas as possiveis posi¢oes do corpo rigido podem obtidas a partir da posicao de referéncia
S aplicando-lhe uma rotagao em torno da origem. Desta forma, o movimento do ponto rigido é
representado por uma curva (que supomos diferencidgvel) S : R — SO(3), onde S(t) representa a
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rotacao que é necessaria aplicar a posicao de referéncia para obter a posi¢do do corpo rigido no
instante t. Por outras palavras, cada ponto x € C do ponto rigido descreve uma curva diferencidvel
y : R — R3 dada por y(t) = S(t)x.
Da identidade
SHt)S(t) = I = St(t)S(t) + SH(t)S(t) = 0 < (SL(t)S(t))! = —S*(t)S(1)

vemos que S(t) = S(t)A(t) onde A(t) € so(3). Desta forma obtemos uma curva diferencidvel
A : R — s0(3) que descreve a velocidade angular do corpo rigido. Mais precisamente, para cada
ponto x € S temos '

$(t) = $(Hx = SOA@)x = SE(Q(E) x %),
onde Q(t) = Q(A(t)). Definindo w(t) = S(t)§2(t), vemos entao que

y(t) = (S()Q(1)) x (S(t)x) = w(t) x y(t),
ou seja, w(t) é a velocidade angular instantanea do corpo rigido. Portanto o vector () associado

a A(t) pelo isomorfismo €2 : s0(3) — R? é a velocidade angular instantanea vista no referencial
do corpo rigido (Figura 1).

S(t)

ﬂ(t) /\

/‘ w(t)

S(t)C
F1GurA 1. Arco de geodésica num poliedro.

Uma quantidade fundamental para a descricao do movimento de rotacao do corpo rigido é o
seu momento angular total

p(t) = /C ((S(t)x) x (S(t)x)) p(x)d3z.

Este vector pode escrever-se ainda como
p(t) = / ((5()%) x (S()A®)X)) px) Pz = S(t) / (x x (Qt) x %) p(x)d’.
C C

Definindo o operador linear I : R? — R3, dito o tensor de inércia do corpo rigido, pela
férmula

1060 = [ Gox (v x30) plx)da,
c
temos entdo p(t) = S(¢)I€2(t). Note-se que o vector P(t) = IQ(t) é simplesmente o momento
angular visto no referencial do corpo rigido, ou seja, p(t) = S(t)P(t).
Exercicio 2.1. Mostre que:
(1) Na base candnica de R® o tensor de inércia admite a representagdo matricial
Jerw?+2%) = [opay = Jo prz

I= — Jo pry Jo p(a® +22) — Jopyz
= Jo pz —Jeryz  Jop(@®+y?)



4 JOSE NATARIO

(portanto o operador de inércia € simétrico).
(2) Eriste uma base ortonormada {ey, ez, e3} de R3 na qual I admite a representagdo matricial
I = diag([y, I, I3) (0s eizos Req, Req, Res dizem-se os eixos principais de inércia ¢ os
valores préprios I, I, Is 0os momentos principais de inércia do corpo rigido).
(8) Iy < Iy + I3 (e permutagdes ciclicas de I, I2, I3, i.e. 0s momentos principais de inércia
satisfazem as mesmas desigualdades que os comprimentos dos lados de um tridngulo).
(4) Cada uma das condigdes de simetria sequintes garante que o eizo dos zz € um eizo principal
de inércia:
(a) Simetria em relagio ao eizo dos zz:
(x,y,2) € C sse (—x,—y,2) € C e p(x,y,2) = p(—x,—y, 2).
(b) Simetria em relagdo ao plano z = 0:
(x,y,2) € C sse (x,y,—z2) € C e p(z,y,2) = p(x,y,—2).
Exercicio 2.2. Determine os eizos principais de inércia e os correspondentes momentos principais
de inércia dos sequintes solidos homogéneos, em funcdo da sua massa total M :
(1) Um paralelepipedo de lados 2a,2b,2c € RT;
(2) Um elipsdide de semieizos a,b,c € RT.
Se o corpo rigido roda livremente em torno do seu centro de massa (por exemplo quando atirado
ao ar), o seu vector momento angular total é constante, p(t) = 0. Portanto
L(S(P(W) =0 & SUPE) + SWP() =0 & SOAWPE) + SEP() =0

= S(t) (P(t) + A(t)P(t)) — 0o P(t) + Q) x P(t) =0,
ou seja, vale a equagao de Euler
P(t) =P(t) x Q(t).

Esta equacao diz-se completamente integravel, uma vez que possui dois primeiros integrais,
isto é, duas quantidades conservadas. Uma delas é obviamente

P2(t) = p,
cuja conservagao se segue trivialmente da equagao de Euler:

d

= (P2(1)) = 2(P(1),P(1)) = 2(P(t) x (1), P(1)) = 0.

A outra quantidade conservada é

(P(t),I7'P(t)),
ja que

—K
dt
Exercicio 2.3. Mostre que

K(t) = B /C <S’(t)x, S(t)x> p(x)d*z.

Na base {e1, ez, e3} dos eixos principais de inércia estas quantidades conservadas escrevem-se
2 2 2 2
PP=P"+P"+D5

P*  P? P
oL 2L, 23]
Portanto no caso genérico I1 < Iz < I3 o vector P(t) move-se ao longo de uma curva resultantes
da interseccao da esfera definida pela primeira equagao com o elipséide definido com a segunda
equagdo (Figura 2). As trajectérias possiveis sdo entdo seis pontos de equilibrio (solugbes cons-
tantes), quatro estéveis e dois instdveis, quatro 6rbitas heteroclinicas unindo dois dos pontos de
equilibrio instdveis, e drbitas periddicas.
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€3

FI1GURA 2. Solugoes da equagao de Euler.

Para interpretar estas solugoes, comegamos por notar que os pontos de equilibrio correspondem
a rotagoes uniformes em torno dos eixos principais de inércia, que mantém fixa a sua orientagao
no espaco. De facto, se P(t) é constante entao €2(t) = [P () também o é, e consequentemente
A(t). Deste modo, vemos de S(t) = S(t)A que S(t) = S(0) exp(At) é uma rotacao uniforme. Uma
vez que P(t) representa o vector constante p tal como é visto no referencial do corpo rigido,
vemos entao que as rotagoes em torno de e e ez sdo estaveis (para rotagoes inicialmente préximas
das rotagoes uniformes em torno destes eixos, eles mantém-se préximos de uma direc¢ao fixa no
espago), ao passo que a rotagao em torno de eq é instdvel. Este fendmeno que pode ser facilmente
observado atirando um corpo rigido (por exemplo uma colher) ao ar.

Exercicio 2.4. Mostre que:

(1) Se I, = I = I3 entdo o corpo rigido roda em torno de wm eizo fixo no espago com
velocidade angular constante.

(2) Se I, = Iy # I3 entdo existem infinitos eizos principais de inércia, mas apenas as rotagoes
em torno de ez sdo estdveis.

Exercicio 2.5. Muitos asterdides tém formas irregulares, e portanto satisfazem I < Iy < I3.
Apesar do seu movimento de rotagdo em torno do centro de massa ser descrito com grande precisao
pela equagdo de Fuler, as pequenas interacgcoes com o Sol e os planetas tendem a reduzir a sua
energia cinética K(t), conservando no entanto o seu momento angular total p(t). Para que estado
de rotagao tendem os asterdides?

3. Coisas QUANTICAS

Verifica-se experimentalmente que o momento angular total p de objectos muito pequenos,
como por exemplo dtomos, sé pode assumir certos valores discretos: qualquer medi¢ao de uma
componente do momento angular resulta num multiplo da quantidade fundamental A, dita a cons-
tante de Planck (Figura 3). Isto passa completamente despercebido no estudo do movimento
de objectos macroscépicos, cujo momento angular é tipicamente da ordem de 1034h.

Matematicamente, pode modelar-se este fendmeno assumindo que as componentes pi, p2 € p3
do momento angular total sdo na realidade matrizes Hermitianas n x n (para algum n € N),
cujos valores préprios (reais) sdo os possiveis resultados da sua medigdo. O estado do sistema
é descrito nao pelas matrizes (que admitem diversos valores préprios) mas sim por um vector
unitdrio ¢ € C". Este vector ndo determina o resultado de uma medicao de ps (digamos),



6 JOSE NATARIO

FiGURA 3. Experiéncia de Stern-Gerlach: atomos de prata sao deflectidos num
campo magnético nao uniforme em apenas duas direcgoes, indicando que a com-
ponente do momento angular segundo o campo assume apenas dois valores. O
resultado da experiéncia foi enviado por Walther Gerlach a Niels Bohr num postal.

mas apenas as probabilidades dos diversos resultados possiveis, de acordo com a seguinte regra:
se AM,..., A, € R sdo os valores préprios de ps, e i1, ..., 1, sdo os vectores préprios normalizados
associados (definidos a menos de uma fase), entao

Y =a11 + ...+ anthn
onde
a; = <¢v ¢Z> .
A probabilidade do resultado da medigao ser A\; quando o sistema se encontra no estado ¢ é entéo
|a;|>. Note-se que pelo Teorema de Pitdgoras
2 2
la1]” + ...+ |an]” =1,
como seria de esperar. Apos a medicao o sistema deixa de estar no estado 1 e passa a estar no
estado ;, onde \; foi o resultado da medig¢ao. Portanto apds a medigao qualquer nova medigao
resultard novamente no valor \; com probabilidade 1.
Para objectos microscépicos os momentos angulares sao da ordem de h. E portanto conveniente

escolher unidades nas quais i = 1. Nestas unidades, exige-se as componentes p, p2 e p3 do
momento angular que satisfacam as seguintes identidades:

[p1, p2] = ips; [p2, p3] = ip1; [p3, p1] = ipa.

Exercicio 3.1. Verifique que:
(1) As curvas diferencidveis Si,S2,S3 : R — SO(3) dadas por

1 0 0 cost 0 sint cost —sint 0
Si(t) =10 cost —sint|; Sa(t) = 0 1 0 |; Ss(t)=|sint cost O
0 sint cost —sint 0 cost 0 0 1

representam rotagoes de um dngulo t em torno dos eizos dos xx, dos yy e dos zz.
(2) As matrizes A1 = 51(0), Az = S2(0) e As = S3(0) formam uma base de 50(3) e satisfazem

[A1, Ag] = As; [A2, A3] = Ay; [A3, A1] = As.
(3) QA1) =e1, Q(Az) =€z e Q(A3) = e3 (0 que confirma as identidades acima).
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Exercicio 3.2. Mostre que:

(1) O comutador de duas matrizes Hermitianas é uma matriz anti-Hermitiana.

(2) A aplicacio T : Mpxn(C) = Mpxn(C) dada por Z(M) = iM transforma matrizes Her-
mitianas em matrizes anti-Hermitianas (e vice-versa).

(3) As matrizes Hermitianas p1 = i1A1, po = iAs e p3 = iAs satisfazem as identidades acima,
onde A1, As e Az sdo as matrizes anti-Hermitianas definidas no Exercicio 3.1.

Exercicio 3.3. Mostre que duas matrizes Hermitianas comutam se e S0 se poSSuem 0§ mesmos
vectores proprios.

Portanto p1, p2 e ps nao possuem os mesmos vectores préprios. Isso significa que se o estado do
sistema for um vector préprio de ps (por exemplo), de forma que o valor de ps estd bem definido
(é possivel prever qual o resultado de uma medi¢ao de p3), os valores de p; e ps ndo estardo em
geral bem definidos, ou seja, nao é possivel prever qual o resultado de uma medicao de p; ou de

p2-
Dadas matrizes p1, p2 € p3 como acima, define-se a matriz

P’ =pi® +p” + ps”.
Exercicio 3.4. Mostre que:
(1) Se M,N,0O € M, xn(C) entao [MN,O] = M[N,O] + [M,O]N.
(2) [p% p1] = [p%,p2] = [P% ps] =0.

Portanto p? e p3 (por exemplo) tém os mesmos vectores préprios. Pode mostrar-se que os
valores préprios de p? sdo da forma 5 (% + 1) para n € Ny, e que os vectores deste espago préprio
de p? sdo vectores préprios de ps com valores préprios m = —5,—5 +1,...,5 —1,5. Dizse
que os vectores unitarios do espaco préprio de p? com valor préprio 5 (% + 1) representam os

estados de uma particula de spin %. Para uma tal particula, a componente p3 (e analogamente

as componentes p; e pz) sé podem assumir n + 1 valores distintos.

Exercicio 3.5. Mostre que as matrizes (nao Hermitianas) py = p1+ip2 e p— = p1—ips satisfazem:

(1) [p2,p+} = [pQ,p_] =0 (portanto py e p_ preservam os espacos préprios de p2).

(2) [ps,p+] =p+-

(3) Ips,p-] = —p-.

(4) p+* = p— (onde * designa a matriz transconjugada).

(5) p-p+ = P> = ps® — ps.

(6) prp- =p* —ps® + ps.
Exercicio 3.6. Suponha agora que v é um vector préprio unitdrio de p> e de ps com wvalores
proprios A e m, respectivamente. Mostre que:

(1) pap+ = (m+ 1)3.
(2) psp—tp = (m —1)i.
(3) llp+lI> = A —m? —m.
(4) llp-plI> =X —m?> +m.

Exercicio 3.7. Mostre que se um espaco préprio de p? tem dimensdo finitan+1 (n € Ng) e é
irredutivel (ou seja, nao possui nenhum subespago que seja espago proprio simultineo de py, po
e p3) entdo correspondende ao valor proprio X = % (% + 1) de p%. Mostre ainda que os valores
proprios de p3 nesse subespago sGo m = —5,—5 +1,..., 5 —1,3.

Matematicamente, este exercicio faz a classificagdo das representagées irredutiveis de so(3).

Exercicio 3.8. Considere as matrizes p1, p2 € ps definidas no Ezxercicio 3.2. Verifique que:

(1) Os valores prdprios destas matrizes séo —1, 0 e 1.
(2) p? = 2I (portanto estas matrizes representam wma particula de spin 1).

Exercicio 3.9. Considere as matrizes

pr=1\1 2): p2=|. 2); p3=|2 1] -
(5 0 5 0 0 —3
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Mostre que:

(1) Os wvalores proprios destas matrizes sdo f% e %
2) p? = 31 (portanto estas matrizes representam wma particula de spin ).
1 2
(M2, 32y ¢ (M2 ¥2)
20 2 2072/

(8) Os vectores prdprios normalizados de p1 sao

Os atomos de prata na experiéncia de Stern-Gerlach possuem spin %, uma vez que as compo-
nentes do seu momento angular assumem apenas dois valores. Esta experiéncia pode ser usada
para medir a componente do momento angular dos dtomos numa dada direccao, como se repre-
sentada esquematicamente na Figura 4. Chamaremos ao aparelho de medigao um analisador de
Stern-Gerlach.

Os estados dos dtomos de prata sio modelados por vectores unitérios de C2. Assumindo que
0 campo magnético estd orientado ao longo do eixo dos zz, os atomos que saem pela abertura
superior sdo representados pelo vector préprio (1,0) de ps, correspondendo ao valor préprio % Se
estes atomos passarem novamente por um analisador de Stern-Gerlach orientado ao longo do eixo

dos zz sairdo todos pela abertura superior, como seria de esperar (Figura 5).

+ |—=m.=+m,
—) -0r-

- |—m.=—m,

FI1GURA 4. Representagao esquematica da experiéncia de Stern-Gerlach.

Se no entanto fizermos estes dtomos passarem por um analisador de Stern-Gerlach orientado
ao longo do eixo dos zz, eles sairao por cada uma das duas aberturas com probabilidade %, uma
vez que o estado (1,0) é dado em termos dos vectores préprios de p; por

V2 (V2 V2 V2 (V2 V2

1,0)= 22 (X2 X2} 4+ X2
LO=F5\5 =) 3 {73

Os atomos que saem pela abertura correspondente a p; = %, por exemplo, estarao agora no estado
(2P
272
ao longo do eixo dos zz (Figura 5), sairdo por ambas as aberturas com probabilidade %, apesar

de que antes da medicdo de p; sairiam todos pela abertura superior! Este “paradoxo” ilustra a
estranheza do mundo quéntico.

. Portanto se os fizermos passar novamente por um analisador de Stern-Gerlach orientado

M- =+ my

i B B e

—— ignore

ignore

A B (&

Ficura 5. O “paradoxo” das medigoes em direcgoes sucessivamente diferentes
(neste caso zz—xx—2zz): as probabilidades de obter spin positivo ou spin negativo
na medigdo C (ao longo do eixo zz) sdo ambas iguais a %, embora apds a medigao
A a probabilidade de obter spin positivo ao longo de zz fosse igual a 1.
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