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Resumo

O objectivo do presente trabalho é apresentar uma demonstragao da
integrabilidade do fluxo geodésico num elipséide. Para isso, considera-se
uma familia de quadricas @, C RP"*! dada por Q) = Qo — AMQeo, onde
A € RP', Qg ¢ RP*"! & a quadrica ndo-singular dada por —:z:g + alx% +
<+ an+1x%+1 =0com0<a; < <dapti, € Qoo C RP"*! ¢ a quadrica
singular dada por x% 4+ 4 l’,QH_l = 0. A partir desta familia de quadricas,
podemos tirar conclusdes acerca de uma familia de elipsoides Ey C R"+1,
tal que Ey := Q% |gn+1.

No primeiro capitulo prova-se que um subespago projectivo genérico L C
RP"*! de dimensdo k, é tangente a k 4+ 1 quadricas distintas do lapis de
quédricas Q).

O segundo capitulo tem como objectivo provar o Teorema de Chasles.
Para isso, demonstram-se alguns resultados do primeiro capitulo na sua ver-
sao dual, isto ¢, em RP"**. Nomeadamente, um ponto genérico y € R*t!
pertence a n elipsoides distintos da familia Ey, e uma recta genérica [ € R™+!
é tangente a n elipsoéides da familia E). Podemos entdao definir a fungao
f: TEy — Sym™ Y(R), que a cada elemento (¢,p) € TEy associa n — 1
valores distintos {1, ..., Ap—1} (ndo-nulos). O Teorema de Chasles garante
que cada fungdo \; é constante ao longo das geodésicas do elipsdide Ey.

No terceiro capitulo, mostra-se que o fluxo geodésico é completamente
integravel, usando o Teorema de Chasles. Prova-se que dada uma variedade
simpléctica (M, w), uma fun¢io A € C*®(M) e ¥ = A~!(c) onde ¢ é um valor
regular de A, entdo w),, é degenerada, dim ker w), = 1 e as curvas integrais do
campo hamiltoniano X sdo as curvas integrais da distribuicao definida por
kerwy,, (Lema 3.7). Considera-se a variedade simpléctica (T*R"*!, w), onde
w € a forma simpléctica canonica, e a subvariedade simpléctica (T Eg,w1),
onde wy é a forma simpléctica w restrita a T*Ey. O Lema 3.7 permite pro-
var que as funcoes Aq,...,A\,—1 sdo primeiros integrais em involugdo. Por
ultimo, prova-se que as fungoes Ay, ..., A,—_1 sdo primeiros integrais indepen-
dentes e em involucao do Hamiltoniano H = %(p, p), donde segue que o fluxo
geodésico num elipsdide é completamente integravel.

Palavras-chave: Espaco Projectivo, Quadricas, Familia Confocal, Fluxo
Geodésico, Sistemas Completamente Integraveis, Teorema de Chasles.






Abstract

The purpose of the present dissertation is to prove the integrability of
the geodesic flow on an ellipsoid. For this, we consider a family of quadrics
Qr = Qo — MQoo C RP" where A € RP!, Qp C RP"*! is a non-singular
quadric of the form —z2+a1 23+ - +anp122, =0with0 < a1 < -+ < ap41,
and Qoo C RP"*! is the singular quadric 2+ - -—|—x721+1 = 0. From this family
of quadrics, we can prove results about a family of ellipsoids Ey C R™*!,
given by Ey := Q3 |gn+1.

In the first chapter, we prove that a generic projective subspace L C
RP"*! with dimension k is tangent to k + 1 distinct quadrics of the pencil
Q.

The purpose of the second chapter is to prove Chasles’s Theorem. In
order to do that, we prove some results of the first chapter, but in its dual
version, that is, in RP"*1*. Namely, a generic point y € R"*! belongs to
n distinct ellipsoids of the family E). Thus, we can define a function f :
TEy — Sym™ 1(R) such as, to each element (g, p) € TEy, it associates n — 1
different values {A1,..., A\,—1} (all non-zero). Chasles’s Theorem guarantees
that each function ); is constant along the geodesics of the ellipsoid Ej.

In the third chapter, we prove that the geodesic flow is completely in-
tegrable, using Chasles’s Theorem. We also prove that, given a simplectic
manifold (M,w), a function A € C°°(M) and ¥ = A~!(c), where c is a re-
gular value of A, then wy; is degenerate, dimkerw, = 1 and the integral
curves of the hamiltonian field X, are the integral curves of the distribu-
tion defined by kerw,, (see Lemma 3.7). We then consider the simplectic
manifold (T*R"*!,w), where w is the canonic simplectic form, and we also
consider the simplectic submanifold (7% Ey,w;), where w; is the simplectic
form w restricted to T*Ey. Lemma 3.7 allows us to prove that the functions
Al, ..., Ap—1 are first integrals in involution. Finally, one proves that the
functions Ay, ..., A\p,—1 are first integrals, independent and in involution, of
the Hamiltonian H = %(p,p), which implies that the geodesic flow on an
ellipsoid is completely integrable.

Key-Words: Projective Space, Quadrics, Confocal Family, Geodesic Flow,
Completely Integrable Systems, Chasles’s Theorem.
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Introducao

Pretende-se com este trabalho apresentar uma demonstragao da integra-
bilidade do fluxo geodésico num elipséide. A chave para essa demonstragao
é o Teorema de Chasles.

O problema foi abordado de um ponto de vista essencialmente algébrico.
Por exemplo, os resultados preliminares que levam & demonstracao do Teo-
rema de Chasles resultam da dualizacao de lemas de geometria projectiva.
O método escolhido foi o seguinte: considerou-se uma familia de quédricas
Q» C RP"*! dada por

Qx = Qo — M

ver paragrafo a seguir a Definicdo 1.7) onde A € RP', Qg C RP"*! ¢ a
(ver parag g G , Qo
quédrica nao-singular dada por

2} +ari 4+ app1ai, =0

com 0 < ay < - < apel, € Qoo C RP™1 & a quadrica singular dada por

2l 4+ apy =0.

A partir desta familia de quadricas, tiramos conclusoes acerca de uma familia
de elipséides Ey C R"*!, que mais nao sdo do que a familia dual de Q.
Concretamente, Ey := Q3 |gn+1.

No primeiro capitulo sao apresentados conceitos de geometria projectiva,
nomeadamente ldpis de quddricas, espago projectivo dual, quddrica dual, sub-
variedade projectiva, fungdes requlares. Também se define a topologia no
espaco projectivo complexo — a Topologia de Zariski. Na grassmaniana com-
plexa Gg¢(n, k) é considerada a topologia induzida por C]P’Wik)l_l, pois
Gc(n, k) é subvariedade projectiva desse espago projectivo. Na grassmani-
ana real Gg(n, k) assume-se a topologia quociente e a estrutura de variedade
diferencial herdada do conjunto das matrizes reais n x k, designado por
M! . O objectivo deste capitulo € provar que um subspaco projectivo ge-
nérico L C RP**! de dimensdo k, é tangente a k + 1 quadricas distintas do
lapis de quadricas Q).

O segundo capitulo tem como objectivo provar o Teorema de Chasles.
Para isso, demonstram-se alguns resultados do primeiro capitulo na sua ver-

sdo dual, isto ¢, em RP"*!*. Nomeadamente, um ponto genérico y € R"*!

1



2 INTRODUCAO

pertence a n elipsbides distintos da familia £, e uma recta genérica [ € R*+!
é tangente a n elipsoides da familia F). Podemos entao definir a fungao
f:TEy, — Sym" '(R)
(¢,p) — {M,. ., -1}
que a cada recta em TEj associa n — 1 valores distintos A1, ..., A\,—1 (ndo
incluimos o valor A = 0). O Teorema de Chasles garante que cada fungao \;
é constante ao longo das geodésicas do elipsoide Ej.

No terceiro capitulo, mostra-se que o fluxo geodésico é completamente
integravel, usando o Teorema de Chasles. Para isso, comegamos por recordar
alguns conceitos de geometria diferencial, como variedade simpléctica, campo
hamiltoniano e fluro hamiltoniano. Prova-se em seguida que dada uma va-
riedade simpléctica (M,w), uma funcdo A € C°(M) e ¥ = A~!(c) onde c é
um valor regular de A, entao wj,, é degenerada, dimkerw|, =1 e as curvas
integrais do campo hamiltoniano X sdo as curvas integrais da distribuicao
definida por kerw, (Lema 3.7). Considera-se entao a variedade simpléctica
(T*R"*! w), onde w é a forma simpléctica canonica, e a subvariedade sim-
pléctica (T*Ep,w1), onde w; é a forma simpléctica w restrita a T*Ey. O
Lema 3.7 permite provar que as fungoes A1, ..., Ap—1 820 primeiros integrais
em involucao. Por altimo, prova-se que as funcoes A1, ..., Ap_1 sao primeiros
integrais independentes e em involugao do Hamiltoniano H = £ (p, p), donde
segue que o fluxo geodésico num elipsdide é completamente integravel.

Uma possibilidade de continuacao do presente trabalho seria adaptar os
resultados obtidos, a uma métrica de espago-tempo, isto é, uma métrica
da forma dzo® + dxi? + -+ + day? — da:n+12. Este trabalho foi realizado
recentemente por Daniel Genin, Boris Khesin e Serge Tabachnikov, e pode
ser consultado na versao preprint sob o titulo "Geodesics on an ellipsoid in

Minkowski space”.



CAP{TULO 1
Espaco Projectivo e Quadricas

Seja V um espago vectorial com dimensao n+ 1, sobre um corpo K, onde
K=RouK=C.

DEFINIGAO 1.1. O espago projectivo P(V') é o conjunto dos subespacos
vectoriais com dimensdo 1 contidos em V. A dimensdo do espago projectivo
P(V) é dada por dim(V') — 1.

O espaco projectivo P(V') é descrito por
PV)y={veV:v#0}/~
onde a relacao de equivaléncia é dada por
V1~ U2 S U1 = Mg

para algum A € K\ {0}. Por outras palavras, os elementos de P(V') sao as
classes de equivaléncia [v], com v # 0.

Seja {eg,...,en} uma base para V e considerem-se em V as coorde-
nadas (xo,...,o,) tais que cada elemento de v € V é dado pelo vector
que o representa na base dada, i.e., (zo,...,x,) representa o elemento v =

Yo gxie; € V. Sendo assim, o elemento [v] € P(V) pode ser representado
por [xo,...,z,]. Esta representagao designa-se por coordenadas homogéneas
pois [zg, ..., zn] = [Azo,. .., Azy], para todo A € K\ {0}.

DEFINIGAO 1.2. Um subespago projectivo de um espago projectivo P(V)
¢ um conjunto da forma P(U), onde U é um subespaco vectorial de V.
Por outras palavras, é o conjunto dos subespacos vectoriais com dimensao 1
contidos em U.

DEFINIGAO 1.3. Uma forma bilinear simétrica em V & uma aplicagdo
B:V xV — K tal que
1. B(v,w) = B(w,v);
2. B()\11)1 + Aovo, w) = AlB(vl,w) + )\QB(’UQ,’UJ)
para quaisquer v,vi,v3,w € V e A, Ay € K. A forma B diz-se nao-
degenerada se B(v,w) = 0 para todo o w € V implica v = 0.

3



4 1. ESPACO PROJECTIVO E QUADRICAS

Sejam v = Y ' (wie; e w = Y. yie; dois elementos V. Entdo, pela
defini¢do de forma bilinear simétrica, temos

n

B(v,w) = Z Bles, ej)ziy; = 21 By = vT fw
i,j=0
onde 3 é a matriz simétrica cujas entradas sao f;; = B(e;, e;). Note-se que
estamos a identificar v e w respectivamente com os vectores z = (xq, ..., Zp)
ey = (Y0,-.-,Yn), que os representam na base dada.

Concluimos que uma forma bilinear simétrica B é univocamente deter-
minada por uma matriz simétrica 3, pelo que podemos identificar B com a
matriz 8 que a determina. Assim, as formas bilineares simétricas formam
um espaco vectorial sobre K isomorfo ao espaco vectorial SV das matrizes
simétricas (n+1) x (n+1), donde segue que a sua dimensao é (n+1)(n+2)/2.

DEFINIGAO 1.4. Dada uma forma bilinear simétrica B : V x V — K, a
aplicagdo v — B(v,v) é designada por forma quadrdtica.

Como vamos trabalhar com o corpo dos reais ou dos complexos, onde a
divisao por 2 esta bem definida, a forma quadratica determina univocamente
a forma bilinear B, pois

B(v+w,v+w) = B(v,v) + B(w,w) + 2B(v,w).

TrEOREMA 1.5. Seja B uma forma quadrdtica definida num espago vec-

torial V' de dimensao n, sobre um corpo K. Entdo:

1. Se K = C entao existe uma base {vo,...,v,} para V tal que se
v =" ¢ entio B(v,v) =Y 1" c2;

2. Se K = R entao existe uma base {vo,...,v,} para V tal que se
v =" ocv; entdo B(v,v) = Y0 ¢ — Dt c2. Se B for nao-

degenerada entao m = n.
DEMONSTRAGAO. A demonstracio pode ser encontrada em [6]. O

DEFINIGAO 1.6. Uma quddrica num espago projectivo P(V') é um con-
junto da forma Qp = {[v] € P(V): B(v,v) = 0}, onde B ¢ uma forma bili-
near simétrica em V. A quadrica diz-se nao-singular se B é nao-degenerada.
A dimensdo de uma quéadrica nao-vazia é dim P(V) — 1.

Sejam A e B duas formas bilineares simétricas e considerem-se Q4 e Qp
as quadricas definidas por A e B, respectivamente. Para qualquer (v, pu) €
K2\ (0,0), a forma bilinear simétrica yA + uB define a quadrica

Qyatus ={[v] € P(V): (yA+ uB)(v,v) = 0}.
Por simplificacdo de notagao, designaremos a quadrica definida por vA +

uB por Q4 + puQp, ou seja, identificamos a quéadrica com a matriz que a

determina.



1. ESPACO PROJECTIVO E QUADRICAS 5

DEFINIGAO 1.7. Sejam Q4 e @p duas quadricas em P(V). A familia de
quadricas dada por vQa + pQp, onde [y,pu] € P(K?), designa-se por ldpis
de quddricas em P(V') gerado por Q4 e Qp.

Na Definicdo 1.7 considera-se [y, u] € P(K?), pois para qualquer forma
bilinear simétrica B e qualquer A € K\ {0}, temos que B e AB definem a
mesma quéidrica. Note-se que podemos escrever o lapis yQ 4 + uQ g na forma
Q4 — A\Qp, onde A € K, mas convencionando que o ponto no infinito, [0, 1],
corresponde & quéadrica Qp (também se escreve simplesmente A € P(K?)).

Se considerarmos o conjunto SV das matrizes simétricas (n+1) x (n+1),
podemos interpretar geometricamente cada ponto de P(SV) como sendo
uma quédrica em P(V), na medida em que cada matriz € SV deter-
mina univocamente uma forma bilinear B dada por B(v,w) = v puw, e
portanto determina uma tnica quadrica, precisamente a quadrica (g, atra-
vés da equacio vT v = 0. Uma vez que nos interessa trabalhar com espacos
vectoriais sobre R ou C, a rela¢do entre quadricas e elementos de P(SV)
nao é biunivoca pois podemos ter elementos em P(SV) nao projectivamente
equivalentes’ mas correspondendo & mesma quadrica. Por exemplo, na recta
projectiva P(R?), temos que z¢% + 712 = 0 e 202 + 2212 = 0 definem a
mesma quédrica, mas nao sao projectivamente equivalentes. Podemos dizer
que um lapis de quadricas é uma recta projectiva em P(SV'), podendo haver
repeticao de quadricas no lapis.

DEFINIGAO 1.8. Um lapis de quadricas vQ4 + u@p em P(V) diz-se em
posi¢io geral se contiver exactamente (n + 1) quadricas singulares, onde
(n+1) é a dimensao de V.

Seja K[z, ..., zy] 0 anel dos polinémios a n+1 variaveis, com coeficientes
no corpo K. Recorde-se que um polinémio f(xq,...,x,) € Kxo,..., ]

designa-se por polindmio homogéneo de grau k se

FOzo, ..., Azn) = N f(xo, ..., z)

para qualquer A € K\ {0} e para todo (zq,...,z,) € V.

Designa-se por hipersuperficie o conjunto definido pelos zeros comuns de
um tnico polinémio homogéneo. Se esse polinémio homogéneo for de grau
1, a hipersuperficie designa-se por hiperplano. Em coordenadas homogéneas,
uma, quadrica verifica uma equacgao da forma,

n
UTﬁ’U =0& Z ﬂijxixj =0

i.j=0

IDado um espago vectorial E sobre um corpo K, dois elementos a,b € E dizem-se

projectivamente equivalentes se existir A € K\ {0} tal que a = \b.



6 1. ESPACO PROJECTIVO E QUADRICAS

onde B € SV, donde se conclui que uma quéadrica é o conjunto dos zeros
de um polinémio homogéneo de grau 2, pelo que é uma hipersuperficie em
P(V).

Note-se que um subespago projectivo L C P(V') de dimensao k é definido
por um conjunto de n — k equagoes lineares homogéneas.

Considere-se uma quédrica @ C P(V) definida por f(xg,...,z,) = 0,
onde f(xo,..

tangente a uma quddrica @ no ponto ¢ = [qo,. ..

., Tp) € um polinémio homogéneo de grau 2. Define-se o espago
,qn] € @ como sendo o
subespacgo de P(V') dado pela equagao

of of
— R coo+ ——(qo,. .. qn)Tn =0.
Dig (90, .-, an)x0 + -+ + 6%((10 n)@
Um ponto g € Q diz-se ponto singular de Q) se
0
af =0
X q

para todo o i € {0,...,n}. Neste caso, o espago tangente a ¢ € @ é todo o
espago projectivo P(V).

Prova-se que ) é uma quadrica singular se e s6 se existe um ponto g € @
tal que g é um ponto singular da quédrica Q.

Dado um subespaco projectivo L, interessa-nos estudar o espago tangente
& interseccao dada por Q N L. Note-se que (Q N L é uma quédrica em L.

Para definir o espaco tangente a () N L, suponhamos o subespago pro-
jectivo L tem dimensdo k, e escolham-se coordenadas? [xzg, . .., x,] em P(V)
tais que L é dado por zpy1 = -+ = x, = 0. Suponhamos que @), nestas co-
ordenadas, ¢ dada por f(zo,...,2,) = 0. Assim, o espago tangente a Q N L
no ponto ¢ (visto como subespago de P(V)) é dado pelo ntcleo da matriz

[ of

of

oxg q oxy, q 0 0
0 0
. . I(n—k)
- 0 0 -
que coincide com o nucleo da matriz
[ of of of of
8:E0 q 8l‘k q azk+1 q a:):n q
0 0

L O 0 -

Portanto o espaco tangente a @ N L num ponto ¢ é a interseccdo de L com
0 espaco tangente a () em gq.

2Por escolha de coordenadas, entenda-se a escolha de uma base {eo,...,e,} para o

espago vectorial V.
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LEMA 1.9. Seja Q uma quddrica nao-singular em P(V) e L C P(V) um
subespago projectivo de dimensdo k. Entao L ¢ tangente a Q se e sé se QN L

€ uma quddrica singular.

DEMONSTRAGAO. Seja L C P(V') um subespago projectivo de dimensao
k. Escolham-se coordenadas [z, ...,z,] em P(V) tais que L é dado por
Tkl = -+ = xn = 0. A quddrica @) escrita nestas coordenadas serd dada
por f(zg,...,zy) = 0, onde f € K[zg,...,z,] € um polin6mio homogéneo
de grau 2.

Suponhamos que L é tangente a () num ponto ¢ = [qo, . . ., ¢,]. Entdo os
pontos de L verificam a condigao

of of
— . cee 4 —— =0 1
6:50 (qO’ 7qn)$0 + + 6113” (q07 7qn)xn ( )
0 que equivale a
of of
— . cee 4 —— . =0
81‘0 (QO7 7Qn)x0 + + al'k (q07 7q7’b)xk
para todo xg, ...,z € K, pois L é dado por zxy; = -+ = x, = 0. Daqui
segue que
0
af =0
s q

para todo o i € {0,...,k}. Concluimos que ¢ é ponto singular de Q N L.
Suponhamos agora que @ N L é uma quédrica singular. Entao existe um
ponto singular ¢ = [qo, . ..,qn] € @ N L. Daqui segue que

of

=0
8.21%

q

para todoo ¢ € {0,...,k}. Assim, a equagao do plano tangente a () no ponto
q é dada por
of

0
R R T PN (2)
Tl+1

o0xy,

Como L é dado por xx+1 = --- = x, = 0, em particular os pontos de L

verificam a equagao (1). Concluimos que L é tangente a ) em gq. O

Vamos agora definir o espago projectivo dual. Comegamos por notar que
qualquer hiperplano L C P(V) é dado por uma equagao da forma

n
Z ijj =0
7=0

onde §; # 0 para algum j € {0,...,n}. A equagdo > ", \Gjz; = 0, define
o mesmo hiperplano, para qualquer A € K\ {0}. Assim, a cada hiperplano
L c P(V) corresponde um ponto [fy,...,[3,], onde §; # 0 para algum
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j €40,...,n}. Obtemos desta forma coordenadas homogéneas para o con-
junto dos hiperplanos contidos em P(V). Vamos designar por [z, ..., z,] as
coordenadas homogéneas em P(V)*.

Observe-se que um hiperplano define uma aplicacao linear de V em K, a
menos de uma constante multiplicativa, na medida em que um hiperplano é
sempre o nucleo de uma aplicacao linear f : V' — K. Assim, cada hiperplano
define um tnico ponto em P(V*). Da mesma forma, um ponto em P(V™)
define um tnico hiperplano. Temos entao uma identificagdo candnica entre
P(V)xe P(V*).

Diz-se que [Bo, - . ., 3,] = L* é o ponto dual® do hiperplano L e o conjunto
dos pontos duais de todos os hiperplanos em P(V') designa-se por espago
projectivo dual P(V)*, o qual tem a estrutura de um espago projectivo.

Sejam a = [, ..., ) e B = [0o, ..., ] dois pontos distintos do espago
projectivo dual. Podemos definir uma recta ! C P(V)* dada por ya+u3 onde
[v, 1] € P(K?). E interessante observar que a recta [, mais precisamente,
qualquer recta [ C P(V)*, define um tnico subespago projectivo L C P(V')
com dimensao n — 2. Basta tomar dois pontos distintos da recta [, por

exemplo a e 3, e L serd dado pelas equagoes

, (3)

agxrg+ -+ apxry, =0
Boxo+ -+ Bpxn =0

que nao dependem dos dois pontos escolhidos na recta I. Reciprocamente,
dado um subespaco projectivo L C P(V') com dimensao n — 2 dado por duas
equagoes linearmente independentes da forma (3), podemos definir a recta
I ¢ P(V)* dada por ya + uB com [y,u] € P(K?), onde a = [ag, ...,y
e B = [Bo,...,0n]. Se forem escolhidas duas outras equagoes definindo o
mesmo plano L, a recta obtida serd a mesma. Diz-se que a recta [ é o
subespaco projectivo dual de L, e escreve-se [ = L*.

DEFINIGAO 1.10. Dada uma quadrica Q C P(V), a quddrica dual Q* é
o conjunto dos pontos [fo, ..., n] € P(V)* tais que Z?:o Bjx; = 0 define
um hiperplano tangente a Q.

A quéadrica dual Q* é efectivamente uma quadrica, como se prova no
inicio do Lema 1.11.

LEMA 1.11. Seja L C P(V') um subespaco projectivo de dimensdo n — 2
e seja Q@ C P(V') uma quddrica nao-singular. L € tangente a Q se e s6 se a
recta dual | = L* C P(V)* € tangente a Q*.

30 hiperplano L também se diz o hiperplano dual do ponto [5o, ..., (]
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DEMONSTRAGAO. Seja @ C P(V) uma quédrica ndo-singular. Pelo Te-

orema 1.5, qualquer forma quadréatica pode ser diagonalizada, pelo que po-

demos escolher coordenadas [zo,...,z,] em P(V) tais que a quadrica @ é
dada por
apro? + -+ + apz,® = 0.
Dado um ponto ¢ = [qo, - .., ¢n] € @, 0 plano tangente a () em ¢ corres-
ponde ao ponto [agqo, - - -, anqn] € P(V)*, o qual verifica
aoqg+--~+anq,%:0<:>(Clilq;))2+-~'+%q:)2:0.
Desta forma, considerando em P(V')* as coordenadas homogéneas [z, . . . , 2],

dada uma quadrica definida pela equacao aoxg + -+ a,x2 =0, a quadrica

dual Q* é dada por
23 P
— 4+ 4+ —=0. (4)
agn (079
Seja L C P(V) um subespago projectivo de dimensao n — 2 tangente a

@ num ponto ¢ = [qo, ..., qn] € Q. L é dado por

{ apqoxo + -+ + anqnxy, =0
Boxo+ -+ Bpxn =0

onde (apqo, - - -, anqn) € (Bo, - - -, Bn) s@o dois vectores ndo-colineares. Entao a
recta dual [ = L* contém os pontos (distintos) [agqo, - - -, angn] € [Bo, - - -, On]
e portanto ¢ dada por v[aoqo, - - -, @ngn] + p[Bo, - - -, Bn] onde [y, u] € P(K?).
De (4), a equagdo do plano tangente a Q* no ponto [apqo, - - -, @nGn] €

qozo + -+ qnzn = 0.

Uma vez que ¢ € (Q N L), entao

)

aoq + -+ angz =0
Boqo + -+ + Bngn =0

pelo que

QO('YCLOQO + MﬁO) +oe Qn(’yanQn + Mﬁn) =
= 7(‘10(]8 + -+ an%%) + M(ﬁo% +- 4+ ﬁnC_Zn) =0,

donde se conclui que a recta [ = L* é tangente a Q*.
O raciocinio é anélogo para provar que dada uma recta [ C P(V)* tan-
gente a uma quadrica Q* entdo o subespaco L tal que L* = [ é tangente a

Q. O
Para fixar notacio, seja RP" = P(R"*!) o espaco projectivo real, e
CP" = P(C"*!) o espaco projectivo complexo. Para os resultados que se

seguem, precisamos de considerar o espago projectivo complexo CP™.
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DEFINIGAO 1.12. Seja J C Clzg,...,zy] um conjunto de polinémios
homogéneos. Uma subvariedade projectiva em CP™ é um conjunto da forma

V(J) :=A{[zo,...,zn] € CP": f(xo,...,2p) =0 VfeJ}

E muito importante observar que dado um qualquer conjunto de poliné-
mios J C Clzg, ..., =y, a subvariedade projectiva V(J) = V(I), onde I é o
ideal gerado? por J em Clxg, ..., z,].

A definicdo de subvariedade projectiva ndo depende do representante
[0, ..., 2n] pois

fOzo, ..., z,) =0 Mo f(zg,...,2,) =0& f(zo,...,2,) =0

para qualquer constante A € C\ {0}.

Podemos definir em CP™ uma topologia em que os fechados sdo as sub-
variedades projectivas. Esta topologia designa-se por Topologia de Zarisks.

Recorde-se que um conjunto localmente fechado de um espago topol6-
gico, é a interseccdo de um fechado com um aberto do espaco topoldgico.
Uma variedade quase-projectiva € um conjunto localmente fechado de CP",
munido da topologia induzida por CP".

Considere-se em CP" as coordenadas homogeéneas [z, . .., xy]. Seja X C
CP™ uma variedade quase-projectiva.

DEFINIGAO 1.13. Uma funcdo f: X — C diz-se regular num ponto P €
X se existem polinoémios homogéneos G, H € Clxy, ..., x,] do mesmo grau
tais que H(P) #0e f = % numa vizinhanca aberta de P. f diz-se reqular

em X se for regular em todo o ponto P € X.

Uma funcao f: X — C™ diz-se regular (em X) se todas as funcoes
coordenadas forem regulares (em X). Finalmente, uma fun¢ao entre duas
variedades quase-projectivas f: X — Y diz-se reqular se para qualquer fun-
¢ao regular g: Y — C, a composicao go f: X — C é também uma fungao
regular. Prova-se que uma funcao regular é continua para a topologia de
Zariski.

Se a variedade quase-projectiva estiver contida nalgum aberto afim Uj,
onde

Ui = {[xo,...,l’n] 73 75 0},
a topologia de Zariski é tal que os fechados sao conjuntos da forma V' (.J) onde
J é um qualquer conjunto de polindémios nao necessariamente homogéneos

contido em K[yo, ..., i, ..., Yn], onde yi := & (observe-se que U; ¢ isomorfo

4Sendo J C Clxo, ..., o], 0 ideal gerado por J & o ideal I = (J) de todas as combi-
nagoes lineares finitas de elementos de J com coeficientes em Clzo, ..., z,], ou seja,

I:={aibi+ -+ anby : a1 € Clzo,...,zn],b; € J}.
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a K™). Neste caso, ainda temos que a defini¢do de fungdo regular obedece
a Defini¢ao 1.13, com a tunica diferenga de ndo se exigir (novamente) que os
polinémios sejam homogéneos, nem do mesmo grau.

Recorde-se que a grassmaniana compleza Ge(n, k) é o conjunto dos su-
bespacos lineares sobre C, de dimensao k, contidos em C".

Seja My« o conjunto das matrizes n X k de entradas complexas e
GL(k) o conjunto das matrizes k x k invertiveis. Dado U € Gg(n,k),
escolham-se k vectores linearmente independentes, {vy, ..., vx} tais que U =
spanf{vy, -+ ,vr}. Entdo U pode ser representado pela matriz cujas colunas
sao os vectores {vi,...,v;}, que é uma matriz de caracteristica maxima.
Note-se que duas matrizes de caracteristica méxima A, B € M, x; geram o
mesmo espago das colunas se e s6 se existe uma matriz invertivel S € GL(k)
tal que A = BS. Seja r(A) a caracteristica da matriz A. Portanto

Ge(n, k) = {A € Myxp: 1(A) =k}/ ~

onde A ~ B se e s6 se existe uma matriz S € GL(k) tal que A = BS.
Seja Af}’._
partir das linhas 1 < iy < -+ < i < n. Considere-se a aplicacao

i, 0 subdeterminante de uma matriz A € M, x; obtido a

n!
¥ Mg, — CPRm-RI

A A A
A e A AR AR ]

A aplicagao v estd bem definida em Gg(n, k), pois se A ~ B entao existe
S € GL(k) tal que A = BS, donde segue que

AP =detS AP

yeenslh

e portanto ¥(A) e 1(B) definem o mesmo ponto em CPm-—m1 1,

A aplicacdo 1 designa-se por mergulho de Pliicker e prova-se que a ima-
gem de Gg¢(n, k) pelo mergulho de Pliicker é uma subvariedade projectiva de
(CIEDWL’“)!*1 (ver [4]) donde segue que a Topologia de Zariski em Gg¢(n, k) é
a topologia induzida pela Topologia de Zariski em (CIP’WLC)’A. Note-se que
Ge(n+1,1) = CP" e Ge(n + 1,n) = CP™.

DEFINIGAO 1.14. Seja f : K" — K uma funcao de classe C® se K = R,
ou holomorfa se K = C. Um ponto p € K" diz-se ponto reqular de f
se Df|, : K"+l — K é sobrejectiva, ou seja, se a caracteristica da sua
representacao matricial ¢ maxima. Caso contrario, o ponto p diz-se ponto

critico de f.

PROPOSIGAO 1.15. Considere-se K"t com a topologia usual. Seja V(I) C
K"+ onde I C K[xo, ..., 2,] € um ideal ndo trivial. Entdo o complementar

V(I)¢ é um conjunto aberto denso.
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DEMONSTRAGAO. Observe-se que K[z, ...,z,] é um anel Noetheriano,
portanto qualquer ideal I C K|z, ..., zy] é finitamente gerado (ver [7]). En-
tao V(I) =V ({g1,...,9m)) comm > 1e g; # 0 para todo o i € {1,...,m},
pois estamos a supor que I # {0}. Em particular, V/(I) C V(g1), pelo que
basta provar a proposicao para I gerado por um tnico polinémio nao-nulo
g.

Vamos fazer uma prova por inducdo no grau k£ de g para mostrar que
V(I)¢ é denso. Note-se que, se g ¢ um polinémio constante nao-nulo, nada
hé& a provar, pois neste caso V(I) = @.

Base de Inducao: seja g um polinémio de grau k£ = 1.

Seja F o conjunto dos pontos regulares de g contidos em V(g). Tem-se
que F & uma subvariedade diferencidvel de K"+ com dimensdo n, logo tem
medida nula. Seja agora F’' o conjunto dos pontos criticos de g contidos em
V(g). Estes pontos verificam

99 _ . _ 99

81‘0_“'_8:6”:0'

g=0 e
Além disso, como k =1, existe [ € {0,...,n} tal que g—gi € K\ {0}. Temos
entdo que F' = &. Concluimos que V(g) = F e portanto tem medida nula.
Entao o complementar V(g)¢ é denso.

Hipotese de Inducao: V(g) tem medida nula para polinomios g de grau
inferior ou igual a k.

Passo: Seja g um polinémio de grau k+ 1. Novamente, define-se F como
sendo o conjunto dos pontos regulares em V' (g). Entao F é uma subvariedade
diferenciavel de K"*! com dimenséo n, logo tem medida nula. Seja F' dos
pontos criticos em V(g). Estes pontos verificam

99 99
=0 e L =..= g,
g axo 8$n
Além disso, existe [ € {0,...,n} tal que gTi ¢ um polinémio nao-nulo. Em

particular, F' C V(%’l). Note-se que o polinémio g—; tem grau inferior ou
igual a k. Aplicando a Hipdtese de Inducao, tem-se que V(aa—wgl) tem medida
nula. Conclui-se que V(g) = F' U F é a unido de dois conjuntos de medida
nula, portanto tem também medida nula. Assim, o complementar V' (g)¢ é
denso.

Para provar que é aberto, basta notar que na topologia usual de K"+,
todo o conjunto da forma V(J) com J C K]z, ..., x,] € um fechado, logo o

seu complementar é um aberto, o que termina a demonstracao. U

PrROPOSIGAO 1.16. Seja J C Clxg,...,x,]|, I o ideal gerado por J e
Ir = I NRxg,...,x,). Considere-se um ponto (rg,--- ,ry) tal que r; € R
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para todo ot € {0,...,n}. Entdao (ro, - ,ry) pertence a V(I) se e so se
pertence a V(IR).

DEMONSTRAGAO. Recorde-se que
V(Ig) == {(z0,...,zn) € R"™: f(xo,...,2,) =0 VfecIg}.

Se (rg,--+,mn) € V(I), entdao (rg,---,r,) € V(Ir), pois claramente
Ir C I. Suponhamos agora que (rg,---,r,) € V(Ir). Seja g € I um
qualquer polinémio de I. Recorde-se que g designa o polinémio obtido de g,
fazendo apenas o conjugado de cada um dos seus coeficientes. Note-se que
g(/r'O,... 771”) — 0 > ‘g(/]"o,... ’q"n)‘Q g 0

Além disso,

|2 = g(r()a'” ,rn)g(ro,-- : ,T'n) -

:g(TO>"' ;rn)g(TO;"' 7rn) :gg(TOV" 7rn>

lg(ro, -+ . n)

pois (ro,- -+ ,7n) € R* 1. Mas ¢gg € I, pois I é um ideal, e gg é um polinémio
com coeficientes reais, pelo que gg € Ig. Como (rg, - ,r,) € V(IR), con-
cluimos que gg(ro, -+ ,r) = 0. Segue-se que g(rg,--- ,7m,) = 0 e portanto
(ro,-++ ,rn) € V(I). O

Considere-se a grassmaniana real Gg(n,k), definida pelo conjunto dos
subespacos lineares sobre R, de dimensao k, contidos em R™. Podemos
considerar que Ggr(n,k) C Gg(n, k), na medida em que os elementos da
grassmaniana real correspondem (biunivocamente) aos elementos de grass-
maniana complexa que sdo gerados (como subespagos vectoriais) por vectores
de entradas reais. Estes elementos sao por vezes designados por pontos reais
da grassmaniana complexa. Seja Mgy, o conjunto das matrizes k X n com

entradas reais. A semelhanca do que acontece com a grassmaniana complexa,
Gr(n, k) ={A € M'yyn: 1(A) =k}/ ~ (5)

onde A ~ B se e s6 se existe uma matriz S € GL(k) tal que A = BS. O
quociente em (5) induz uma estrutura diferencial em Ggr(n, k), bem como
uma topologia — a topologia quociente da topologia usual em M’;,,. Dado
um sistema de cartas para Gg(n, k), diz-se que um subconjunto B C Gg(n, k)
tem medida nula se e 86 se a sua imagem em cada carta tem medida nula.
Uma propriedade diz-se genérica quando existe um aberto denso onde
essa propriedade é valida. Por exemplo, uma propriedade é verdadeira para
um subespaco projectivo genérico de dimensdo k, L C RP™""! se e s6 existe
um aberto denso nao-vazio na grassmaniana real Ggr(n + 2,k + 1) tal que
essa propriedade é valida para todo o elemento desse aberto. Note-se que ha
um difeomorfismo que identifica Gg(n, k) com Gg(n,n — k), pelo que uma
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propriedade genérica no espaco projectivo RP”, também é genérica no seu
dual RP™*.
Seja Sym**1(C) a variedade quase-projectiva dada pelo produto simeé-
trico. Tem-se que
Symft(C) = CFl/ ~

onde a relacao de equivaléncia ~ é dada por

(ala “e aa’k-l-l) ~ (b17 .. ')bk-i-l) - EIUGSk+1(a17 cee )ak-‘rl) - O-(bla cee 7bk+1)a

onde Sk designa o conjunto das permutagoes de (k + 1) elementos. As
classes de equivaléncia designam-se por {A1,..., A\x41}, por uma questao de
comodidade. A topologia em Sym**! (C) é a topologia quociente da topologia
de Zariski em CF+1.

A algebra das funcoes regulares em Sym**!(C) é um anel polinomial
gerado pelos polinomios simétricos elementares (ver [9]). Para k+1 variaveis,
temos k 4 1 polindémios simétricos elementares, que sao os seguintes:

oo, = [ M
1<i<k+1

o1( A1y Apg1) = Z AigAi2 - iy,

1<y << <k+1

Tr—1(A1y - A1) = Z il
1<i<j<k+1

Ok(ALy ey Apg1) = Z Ai -
1<i<k41

Considere-se, o lapis de quadricas Q) C RP™*! definido por
Q= Qo — Moo
onde A € RP!, Qy C RP"*! ¢ a quadrica nio-singular dada por
—x% + aw% + -+ an+1azi+1 =0
com 0 < ay <- < apst, € Qoo C RP™1 & a quadrica singular dada por
ai -t ahy, =0.

LEMA 1.17. Um subespago projectivo genérico L C RP™"! de dimensdo
k € tangente a Qy para k + 1 valores distintos de \.

DEMONSTRAGAO. Considere-se a grassmaniana Ge(n + 2,k + 1) que,
como j& vimos, é subvariedade projectiva do espago projectivo complexo
CPWQJHU‘A. Vamos designar por Uy C C"*2 o subespaco gerado pelo
vector director eg = (1,0,...,0).
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Qualquer elemento U € Gg(n + 2,k + 1) pode ser representado por uma
matriz (n+2) x (k+1) tal que as k+ 1 colunas {vy,...,v;41} formam uma
base para U, e tal que para certo conjunto de indices {i1,...,ik+1}, as linhas
correspondentes formam a matriz identidade I4;. Tem-se que, se U contém
Uy entao qualquer representante M de U verifica

A =0

U1 5wy i1

(n42)! _
para todo 2 < i; < -+ < ik < n+2. Seja A C CPOr-ktD(R+1) ! o aberto

(afim) definido por
Ap_gy2,. ni2 #0.

Considere-se a variedade quase-projectiva
X=Gcn+2,k+1)NnA

n+2! _
munida da topologia induzida pela topologia de CP*+DIn—k+I)! ' Clara-
mente, todo o elemento U € X verifica U NUy = {0}. Além disso, cada
U € X tem um unico representante da forma

o[

Iy

pelo que U é univocamente determinado pela submatriz My, que tem dimen-
soes (n—k+1) x (k+1). Conclui-se que X, para além de estar contida num
aberto afim, estd munida de um sistema de coordenadas dado pelas entradas
da submatriz My, pelo que é isomorfa ao espaco afim C—k+1)x(k+1),

A matriz® que define a quadrica singular Q. é semi-definida positiva e
verifica vTQsv = 0 se e s6 se v € Up. Em particular, a restricio de Qoo
a qualquer U € X ¢ definida positiva, o que significa que em coordenadas
apropriadas, a quadrica Q|y ¢ dada pela matriz identidade I,;. Por
outras palavras, existe uma matriz M, representante de U, tal que Q| =
MTQuM = I;+1. Sendo assim,

p(\) = det(Qz|y) = det(MTQ\M) = det(MT QoM — M}1)  (8)

¢ o polinémio caracteristico da matriz M7 QoM , e portanto tem k+ 1 raizes,
contadas com as suas multiplicidades. Pelo Lema 1.9, concluimos que um
subespago projectivo genérico L é tangente a, no méximo, k + 1 quadricas
do lapis Q).

Para provar que um subespaco projectivo genérico é tangente a exacta-
mente k + 1 quadricas do lapis Q,, define-se a funcao

f: X — Sym**1(C)

5Por uma questdo de simplificagdo da linguagem, estamos a identificar a quadrica

com a matriz que a determina.
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que a cada U € X associa o conjunto das k + 1 raizes {A1,..., \xy1} do
polinémio det(MTQx\M), contadas com a sua multiplicidade. Esta funcio
estd bem definida, pois se M’ for um representante de U distinto de M,
existe uma matriz S € GL(k + 1) tal que M’ = M S, donde segue que

det(MTQ\M') = det((MS)TQ,\(MS))
= det(STMTQ\MS)
= det(S)? det(MTQ\M)
e portanto as raizes {A1,..., g1} ndo dependem do representante M de
UecX.
Uma vez que a algebra das funcées regulares em Sym**!(C) é gerada

pelos polinémios simétricos (6), para provar que a funcdo f é regular, basta

mostrar que a composicao

giof: X —-C
define uma funcao regular para todo o i € {0,...,k}.
Note-se que (A1, ..., ;) € o coeficiente de grau ¢ do polinémio moénico

m(A) = (A= A1)+ (A= A1)

Assim, para cada U € X, temos

aj;

Jiof(U): T

onde a; é o coeficiente de grau [ do polinomio (8). J4 vimos que em X temos
necessariamente a1 # 0. Além disso, os coeficientes do polinémio p(\) sdo
fun¢oes polinomiais nas entradas da submatriz My referida em (7), que sao
coordenadas afins para X. Concluimos que a fungao o; o f é regular para
todo o i € {0,...,k}, e portanto f é uma fungdo regular entre variedades
quase-projectivas.

Tem-se que o subconjunto S C Sym*+1(C) dado por

S={{M,..., M1} € Sym*(C): \; #\; paratodoo i#j}

é um aberto de SymkH(C). A pré-imagem de um aberto por uma funcao
regular é um aberto, pelo que f~1(S) é um aberto de X. Isto significa que
(f7H(9))¢ = V), onde I C Clzo, ..., T(n_g+1)(k+1)—1) € um ideal gerado
por polinémios homogéneos.

J& vimos que os elementos da grassmaniana real Gg(n+ 2,k + 1) podem
ser identificados com os elementos de Ge(n + 2,k + 1) gerados por k + 1
vectores de entradas reais. Seja

XR ::GR(H+2,k+1)ﬂX.
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Note-se que X pode ser identificada o subconjunto de C(»—F+1)x(k+1) o
mado pelos pontos com entradas reais. Pela Proposicao 1.16
XrN(f7H(8)° = V(Ig)

onde Ip = I NR[zo, . .., T(n_ji1)(kt1)—1]. Para mostrar que Xp N (f~1(S))
é nao-vazio, considere-se o elemento U € X representado pela matriz

O(n—kt1)x(k+1)
M = : (9)

Ty

Entao
Gp—k+1 — A
MTQ\M =
Gpt1 — A

e portanto, det(MTQ\M) = 0 equivale a calcular os valores préprios da
matriz diagonal diag(a,—g41,---,an+1), 08 quais existem, sao reais e distin-
tos. Entdo Ir # {0}, e portanto, pela Proposi¢ao 1.15, Xz N (f~1(S)) é um
aberto denso de Xp.

Note-se que, pela Proposigao 1.15, A,_j1o . (ny2) 7 0 define um aberto
denso em M, 12y« (k+1). Logo, Xr € um aberto denso de Gr(n + 2,k + 1),
donde se segue que Xz N (f1(9)) é também um aberto denso de Gg(n +
2,k + 1). Concluimos que o polinémio p(A) = det(MTQ\M) tem k + 1
solucoes reais distintas, num aberto denso de Gr(n + 2,k + 1). Como @y
é uma matriz simétrica com entradas reais, temos que \; € R para todo o
i€ {l,...,k+1}. Por outras palavras, genericamente o lapis Q|1 é singular
para k + 1 valores reais e distintos A1,..., Ag+1. Novamente pelo Lema 1.9,
um subespaco projectivo genérico L é tangente a () para k + 1 valores reais
e distintos, o que termina a demonstracao. O






CAP{TULO 2

Teorema de Chasles

Uma vez que estamos a considerar o lapis @) definido pela equagao
—x20” + (a1 = Na1® + -+ (a1 — Nz > =0,

onde 0 < a; < -++ < apy1, & semelhanga do que vimos em (4), a quadrica
dual Q3 é dada pela equacao
2 Znt1’

— 1 =0.
CL1—/\+ +an+1—)\

—2’02 +

Considere-se o aberto R"*! ¢ RP**! dado por 2y # 0, com coordenadas
(y1,...,Yn) onde y; = j—é para todo o i € {1,...,n + 1}. Fazendo a restri-
gao de @) a esse aberto, obtemos uma familia E) de elipsoides' confocais,
parametrizada por A € R, dada por

n+1 yi2
Ey:= Qi’RnJrl :{(y17~--7yn+1) ERnJrl: 7:1}

Por dualizacao do Lema 1.17, obtemos os dois resultados seguintes.

LEMA 2.1. Um ponto genérico y = (y1,...,yn) € R"! pertence a n + 1

elipsdides distintos da familia de elipsdides confocais Ey.

DEMONSTRAGAO. Considere-se em RP"*1* as coordenadas 2o, . . . , 2n11]
e seja R"T1 C RP""!* o aberto dado por zg # 0. O pontoy = (y1,...,Ynt1) €
R™*! corresponde ao ponto [1,y1,...,ynr1] € RP?T* ou seja, y representa

o hiperplano projectivo L € RP"*! definido por

To+ Y171+ Ynt1Tpy1 =0,

Pelo Lema 1.17, genericamente o hiperplano L é tangente a n + 1 quadricas
distintas @), do lapis de quadricas @, o que equivale a dizer que, por
defini¢do de quadrica dual, L* € Q3 para todo 0 i € {1,...,n+1}. Uma
vez que L* =y € R entdo y € Q3, NR"*! = E, . Resta apenas observar
que uma propriedade genérica num espago projectivo, também é genérica no
seu dual, o que termina a demonstracao. O

IEstas superficies de dimensao n ndo sio necessariamente elipséides, mas designa-las-

emos assim por comodidade de linguagem.

19
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LEMA 2.2. Uma recta genérica | C R"! ¢ tangente a n elipsdides dis-
tintos da familia de elipsdides confocais Ey. Além disso, os hiperplanos
tangentes a cada um destes elipsdides nos pontos de tangéncia com a recta |

sao perpendiculares entre si.

DEMONSTRAGAO. Considere-se em RP"1* as coordenadas [2g, . . . , 2nt1]
e seja R"T1 ¢ RP™1* o aberto dado por zg # 0. Uma recta [ € R**! ¢ dada
por
tlon, ..y ang1) + (1 =) (B1, ..o Bay1),
ondet € Re (aq,...,an+1) # (B1,. -+, Bnt1)- A recta [ corresponde a uma
(nica) recta [ € P"** dada por

’Y[LQL .. '7an+l] +,U’[17ﬂlu B 7ﬁn+1])

onde [y,u] € RPY. A recta [ define um tnico subespaco projectivo L C
RP"*! com dimensdo n — 1, dado por

o+ o121+ -+ apgr1Tpge1 =0 (10)
zo + f1x1+ - + Bup1¥ne1 =0
Note-se que (ai,...,an41) # (B1,.-.,0nt1), Pelo que as equagdes que

definem L sao linearmente independentes. Pelo Lema 1.17, um subespaco
projectivo genérico de dimensao n — 1 é tangente a n quadricas distintas
Q»,. Pelo Lema 1.11, genericamente a recta dual lé tangente a cada uma
das quadricas Q7 .

Resta agora provar que, genericamente, os pontos de tangéncia perten-
cem ao aberto dado por zg # 0. Para isso, vamos considerar a grassmaniana,
complexa Ge¢(n +2,n).

Ja provamos que a funcao

f: X — Sym"(C) (11)

U — {)\1,...,/\71}
¢ uma funcdo regular em X. Sabemos que existe um aberto denso B C
Ge(n+2,n) tal que f associa n valores distintos A, ..., A, a cada elemento

deste aberto. Considere-se a funcao
F:B — Sym"(CP"tl¥)
U — {p1,--,0n}
onde p; é o ponto de tangéncia de [ com a quéadrica jS. Vamos mostrar

em seguida que F' é regular. Seja U € B. Entao L = P(U) é tangente a n
quéadricas Qy,;. Seja M um representante de U como em (7),

mi1 - Min
M = mo1 - mMon
I
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Recorde-se que temos coordenadas afins em X, e portanto também em B,
dadas pela submatriz

m PR m
My — 11 n |
ma1 -+ M2p
Considere-se a quadrica @y, e seja ¢ = [qo, - - - , gn+1] 0 ponto de tangéncia

de L a quadrica @y,. O hiperplano H tangente a (0, no ponto g é dado por
—qoTo + (a1 — Xi)q1z1 + -+ - + (@nt1 — Ai)Gn41Tnt1 = 0

o que corresponde ao ponto p de tangéncia de [ com a quédrica dual Q;i
dado por

p=[—q0, (a1 — Xi)q1, - -, (an+1 — Xi)qn+1] -
E muito importante observar que, em coordenadas apropriadas, a qua-
drica Q|1 é dada por uma matriz da forma (A — \I,,), onde A é uma matriz
simétrica com n valores proprios distintos. Na sequéncia da demonstracao

do Lema 1.9, vimos que L é tangente a (), num ponto g se e s6 se ¢ é um
ponto singular de @), |, 0 que equivale a ter

(A — )\iln)q =0

Portanto, sabendo que um certo subespacgo projectivo L é tangente a n quéa-
dricas distintas Qy,, entao o ponto de tangéncia a cada uma das quadricas
¢é precisamente o vector proprio associado ao valor proprio A; da matriz A.
Cada espago proprio tem dimensao superior ou igual a 1. Como existem n
espacos proprios distintos, entao cada espaco proprio tem necessariamente
dimensao 1, pelo que o ponto de tangéncia a cada uma das quadricas é tnico.

Sendo assim, para cada A;, o ponto de tangéncia ¢ é a solucao do sistema

linear
(A= AiL)g =0 (12)

pelo que ¢ é funcdo regular das entradas da matriz A. Mas a matriz A é ob-
tida a partir da matriz M7 Q,, M a custa de uma mudanga de variaveis linear,
portanto ¢ é, em particular, uma funcdo regular (polinomial) nas entradas da
submatriz My, o que implica que p = [—qo, (a1 — A1)q1, - - -, (Qnt1 — A1) @nt1]
é também funcgao regular das entradas da submatriz My. Concluimos que
F é uma fungao regular.

Seja o a projeccio de (CP*"1*)" em Sym™(CP"*!*) e seja

F = o(Ho x (CP"F14)71)

onde Hy, é o hiperplano dado por zp = 0 (é o hiperplano no infinito). O
conjunto Hy, x (CP*1*)7=1 g um fechado de (CP"1*)", logo F é um fechado

de Sym" (CP"*1*) pois g ¢ uma aplicacio fechada. Entdo o conjunto F~1(F)
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é um fechado de B, pelo que é um conjunto da forma V(1) onde I é um ideal
de Clzo,...,xn+1]. Seja

Bgr = GR(TL-FQ,TZ) NnB.
Pela Proposicao 1.16, tem-se que
Gr(n+2,n)NF~YF) =V(Ig)

onde Ip C R[zg,...,Tnt1], pelo que o seu complementar ¢ um aberto de
Br. Para mostrar que é nao-vazio, e portanto denso, considere-se o elemento
U € Ggr(n + 2,n) dado por

0 0
0 - 0. (13)
I,
Claramente, o subespaco L = P(U) é tangente a n quadricas distintas do
lapis @y, nomeadamente para A = ag, ..., a,+1. A recta dual [ do subespaco
L é dada por

~[1,0,...,0] + p[0,1,0,...,0],

onde [y, u] € RPL. Pelo Lema 1.11, [ é tangente a Qy, parai € {2,...,n+1}.
Note-se que INHy = [0,1,0,...,0], mas este ponto ndo pertence a nenhuma

*
a;?

das quéadricas referidas Q7 ., o que implica que os pontos de tangéncia de [
nao pertencem a H.

Em seguida prova-se que Bg é um aberto denso de Gg(n+2,n). Para isso
basta observar que B¢ = V(I), o que implica que B$ = V(Ir). Temos entao
que Bg é um aberto de Ggr(n+2,n). E ndo-vazio, pois o elemento U descrito
em (13), pertence a Br. Logo, Br ¢ um aberto denso de Gr(n + 2,n).

Observe-se que, dado U € Gg(n + 2,n) N F~YF¢) e L = P(U), em
coordenadas adequadas, Q|r ¢ definida por A — AI,,. Assim, o ponto de
tangéncia ¢ verifica, a equacao (12), ou seja, é o vector proprio da matriz A
associado ao valor proprio A;, como ja foi referido. Como A é uma matriz
nao-singular simétrica de entradas reais, entao g tem coordenadas reais, pelo
que o ponto p (ponto de tangéncia de [ = Lx, com a quadrica dual Qjﬁ) tem
também coordenadas reais.

Concluimos que uma recta genérica [ e RP"H1* 6 tangente a n quadricas
jS e os pontos de tangéncia p; nao pertencem ao hiperplano dado por
29 = 0, ou seja, os pontos de tangéncia estdo no aberto R™*!' dado por
29 # 0. Concluimos que, genericamente, uma recta [ € R"*! ¢ tangente a n
elipsoides distintos da familia confocal Ey.

Sejam agora A e p dois valores distintos tais que a recta [ é tangente
a Eye E, Sejam q = (q1,...,qn+1) € Ex e p = (p1,...,Pn+1) € E, 08
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respectivos pontos de tangéncia. O plano tangente a E) no ponto ¢ é dado

por
dn+1
4o 22T =0
aL— A Y1 it — A Yn+1 )
e o plano tangente a £, no ponto p é
Pn+1
Y4t ——— Y1 =0.
ap — W an+1 — K

Note-se que ambos os pontos ¢ e p pertencem & recta [. Como a recta [
¢ tangente aos dois elipsdides E) e £, entdao [ estd contida em ambos os
planos tangentes. Em particular, p — ¢ pertence ao plano tangente a E) no
ponto g, e ao plano tangente a F, no ponto p. Somando as igualdades

n+1 n+1

Zaiq_i/\(pi—qi):z P g —q)=0

i —
i=1 = YT H

obtemos

n+1 1 1 n+1 qu n+1 pi2
Z(]ipi N o — - ._)\+ . =0
i=1 @i ai = K i— i i=1

Desta forma,

n+1 1 1 n+1 Gip;
0=Y i (5o ) =0 CZR—
; a;— XN a;—p Z(ai—)\)(ai—,u)

donde se conclui que os dois planos tangentes sao perpendiculares entre si.
O

Vamos designar por D,, o conjunto das rectas afins orientadas em R"*1.
Temos que

D, = {(u,v) € R"M x R"™: |lo|| = 1, (u,v) =0} = TS" = T*S™ (14)

onde v designa o vector director da recta, u designa o ponto na recta orien-
tada que resulta da interseccao da recta com o subespaco vectorial ortogonal
a recta, e o isomorfismo T'S™ 22 T*S™ é obtido através da métrica euclidiana.

Pelo Lema 2.2, é possivel associar a uma recta genérica | € R"! um
conjunto (ndo ordenado) de n valores \;, onde 1 < i < n, tais que o elipsoide
E,, ¢ tangente a [. Dada uma recta [ € D,,, podemos definir

g: D, — Ggr(n+2n)
I — U
onde U é o subespago vectorial tal que L = P(U) é o subespaco dual da
recta [ (fecho de [ a todo o espaco projectivo RP"*1*). A funcdo g é um
difeomorfismo na sua imagem.
Pelo Lema 2.2 e usando também o facto da fungdo em (11) ser regular
e de g ser um difeomorfismo na sua imagem, podemos atribuir a uma recta

genérica | € D,, um conjunto de valores {A1,...,\,} distintos, que podem
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ser ordenados em cada componente conexa do aberto, obtendo-se n fungoes
Ai: Dy — R, de classe C°°, definidas num aberto denso de D,,.
Recorde-se que o plano osculante a uma curva y(t) num ponto y(tg) € o

plano gerado pelos vectores ¥(tg) e %(to).

TEOREMA DE CHASLES. Seja 7 : R — Ejy uma geodésica do elipséide
Ep, e A\i(t), com 1 < i < n —1, os valores correspondentes a recta tangente
a geodésica em 7y(t). Entao cada A;(t) é constante.

DEMONSTRAGAO. Seja v : R — Ey uma geodésica do elipsdide Fy pa-
rametrizada pelo comprimento de arco. Para cada t € R, seja A(t) a recta
orientada dada pela tangente a v no ponto y(t). Obtemos um caminho de
rectas orientadas A : R — D,, onde

At) = (v(£) = (v (2), 7)) 7 (£), ¥(2)) -
Fixe-se um instante ¢ = ty. Fazendo uma translagao, podemos supor que
Y(to) = 0. Desta forma, A(tg) = (0,5(to)).
Seja 7 o plano osculante a v no ponto y(tp). Dado k € R, define-se o
caminho de rectas Li(s) C 7 por

¥ (to)

Li(s) = <0,ﬁ(t0) cos(ks) + m

sen(k:s)> .
Tem-se que

(to)
1% (to)l

Li(s) = (0, —k#(to) sen(ks) + k cos(ks)) .

Portanto,

: B (to)
ElO = O M g )

donde segue que
L5201 (0) = Alto) -

Qualquer elemento v € T, )A ¢ da forma v = M (tg), com X € R,
portanto para k = A||¥(to)|| obtém-se Li(0) = v. Assim, cada elemento v €
T'a(t)A pode ser obtido através de um caminho de rectas em 7, passando pelo
ponto 7y(tp), bastando para isso escolher a constante k convenientemente.

Considere-se a hipersuperficie Z; C D,, dada pelas rectas orientadas
tangentes a E), () (portanto A(to) € Z;). Seja p; o ponto de tangéncia de
A(to) com E}y, ;). Sem perda de generalidade, podemos supor que (o) =
(1,0,...,0), 5(to) = (0,,0,...,0) com o > 0, p; = (5,0,...,0) com 5 # 0,
que Ty, Ey, 1,y ¢ dado por yp41 =0 e que VF(,0,...,0) = (0,...,0,1) com
n # 0, onde F' é o polinomio de grau 2 tal que o elipséide Ey,,) € dado
por F(y1,...,yn+1) = 0. De facto, pelo Lema 2.2, o hiperplano tangente a
Ep no ponto (t9) ¢ perpendicular ao hiperplano T}, Ey, (). Uma vez que
v € uma geodésica, o vector §(tp) é perpendicular a T, (4o)Eo, donde segue
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necessariamente que o plano osculante 7 estd contido em Tj, Ey, ;). Para

concluir a demonstracao, resta apenas provar que
Tato)A € Tty Zi -

Para cada elemento v € Ty (;,)A considere-se o caminho de rectas orien-
tadas Lg(s) acima definido,
Y(to) sen(k5)> .
15 (to)
O vector director da recta Li(s) é (cos(ks),—sen(ks),0,...,0). Seja r
a recta que passa no ponto 7y(tp), com direc¢ao dada pelo vector w =

Li(s) = <0,"y(tg) cos(ks) +

(cos(ks),sen(ks),0,...,0,&), ou seja, r é dada parametricamente por Tw,

onde 7 € R. SeJam
Gi(7,¢,s) = F(rcos(ks), Tsen(ks),0,...,0,7E)
G2(Ta §, 8) = v1'7‘|(7'c0s(ks),7' sen(ks),0,...,0,7€) * (COS(]CS), Sen(ks)v 0,...,0, 5)

e considere-se o sistema dado por
Gl(T7§7S) :0 (15)
G2 (7_7 57 3) =0

Pretende-se encontrar solugao £ e 7 em funcao de s, por forma a obter, para
cada s, uma recta que passa por (fo) e que seja tangente ao elipséide E), (4.
Para s = 0 existe solugao, £ =0 e 7 = (5. Interessa que o determinante

090G, 9Gy
oG or 9t
det 0,0) =
P00 = e o,
or I3 |([3,0,0)
seja nao-nulo. Tem-se que
861 L(1,8,8) = gj (1 cos(ks), Tsen(ks),0,...,0,7E) cos(ks)

+g—£(7 cos(ks), T sen(ks),0,...,0,7¢) sen(ks)
+%(T cos(ks), Tsen(ks),0,...,0,78)&
e portanto %(,@, 0,0) = 0. Por outro lado,

%1(53,0,0) = (8,0,...,0)8=nB3#0.

3?/ +1

Além disso,
3G2 (7- £, ) = 8@ (gTF COS(kS) + gTF Sen(ks) + By +1 5)
= cos(ks) (gyF cos(ks) + 8y 3?4 sen(ks) + 8y18y"+1 {)

+ sen(ks) (ay 57 cos(ks) + 3 S sen(ks) + 6y28yn+1§>

)

+£ ( 763,/1831 - cos(ks) + 7831286%“ sen(ks) +
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donde segue que

0G5 _ O%F
W(ﬁ,0,0) — Tﬁ(ﬁ’o"“,o).

A fungao F que define o elipséide Ey () ¢ da forma

F(yla s 73/n+1) = b1y12 ++ bn+1y727,+1+

+ Z Cijyiyj +diyr + -+ dpp1yns1 + do
1<i<j<n+1

Por outro lado,

F(B,0,...,0) =0 b2 +d1B+dy=0

(16)
A(to) - VF(3,0,---,0) =0 2018+ d; =0

De (16) seguem as igualdades:
2WPB=—d e bfr=dp.

Assim, se suposermos que by = 0, temos também que di; = dg = 0 e portanto
F terad a forma

F(yi, s Ynt1) = fY2, - Unt1) Fyr(crayz + - + Cins1)Ynt1)

onde f & um polinémio de grau 2, com coeficiente de grau 0 nulo. Assim,
F(T,O,...,O) =0& A(to) C E/\i(to)

donde se conclui que A(tp) tem infinitos pontos de tangéncia com Ej, ).
No entanto, pelo Lema 2.2, uma recta genérica é tangente a um numero
finito de elipsdides da familia F), e cada ponto de tangéncia é obtido de
um sistema linear, mais precisamente, cada ponto de tangéncia é dado pelo
vector proprio obtido da resolucao do sistema (12). Daqui se conclui que,
genericamente, %27?(5,0, ...,0) # 0. Entao o sistema (15) tem solugdo para
uma vizinhanca de s = 0. Seja Ci(s) o caminho de rectas orientadas dado
por

5)E(s)
$)E(s))l )

=

7(s) cos(ks),r(s) sen(ks),0,...,0,7
Ok(s) = (7(t0)’ ||ET§S; Cosgksg,rgsg senEks%,O,...,O,T

—_

_ 0 (7(s) cos(ks),T(s) sen(ks),0,...,0,7(s)&(s)) )
’ (s)y/1+€2(s)

Claramente, Cj(s) € Z;. Em seguida prova-se que Cj(0) = Lj(0). Para
simplificar a notacao, seja n(s) = 7(s)y/1 + £2(s). Entao

N =, T80
i) = H)VIHEG) + TE
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pelo que n(0) = 5 e n(0) = 7(0). Por outro lado,

n(s) n(s) n?(s)
( ( n(s) n(s) n2(s)

(
4 (7(s) cos(ks)n~1(s)) = Tlelcosths) _ krls)sen(hs) _ 7(s)cosths)i(s)
)sen( ) 1(8)) _ 7(s)sen(ks) +kr(s)cos(ks) _ 7(s)sen(ks)n(s)
Lr(s)e(s)n(s) = T | TE) et

donde segue que

4 (7(s) cos(ks)n 1(5))|s:0 _ ) _n©a©) _ #H0) _ BEO) _ g

as\T n(0) n2(0)
A(—r(s)sen(ks)n Y(s)|,_y = i =-Y =k
Lr(En\(5)]y = "QHD =250 — 4
Substituindo as fung¢oes implicitas 7(s),£(s) na primeira equacao do sis-

tema (15) e derivando em ordem a s, obtém-se para s =0

(8,0,...,0) (+(0)£(0) + 7(0)£(0)) = 0 <> nBE(0) = 0 & £(0) =
Tem-se entao

C1(0) = (0, (0, —k,0,...,0)) = (O’kIIZEEE;H) = L(0),

o que implica que Ty )A C Ti¢,)Zi- Conclui-se que A(t) € Z; para todo o

a$n—‘,—1

t € R, pelo que o valor de \; é constante ao longo de geodésicas em FEjy, para
qualquer ¢ € {1,...,n — 1}. O






CAPiTULO 3

Sistemas Completamente Integraveis

Dada uma variedade diferenciavel M, designemos por X (M) o conjunto
de todos os campos vectoriais de classe C> em M e por Q¥(M) o conjunto
de todas as formas diferenciais de grau k em M (k € N).

Seja M uma variedade diferenciavel, X € X' (M) um campo vectorial e
w € QF(M) uma forma-k com k > 1. Define-se a contraccio de X com w
como sendo a forma X |w € Q¥~1(M) dada por

XJw(Yl, ce 7Yk71) = w(X,Yl,. . .,Yk,1>

onde Y7,..., Y, 1 € X(M)
Uma forma-2 w € Q?(M) diz-se nio-degenerada se v,|w = 0 para todo
0 vp € T, M implica v, = 0.

DEFINIGAO 3.1. Uma variedade simpléctica ¢ um par (M,w), onde M é
uma variedade diferenciavel e w € Q2(M) é uma forma fechada (dw = 0) e
nao-degenerada.

Dada uma variedade simpléctica (M,w), a matriz W que representa a
forma simpléctica w num dado ponto p, é anti-simétrica, portanto

det W = (=1)4=M et W . (17)

Se a dimensao de M for impar, obtemos det W = 0, o que contradiz a
definicao de variedade simpléctica. Concluimos que a dimensao de uma
variedade simpléctica é par.

DEFINIGAO 3.2. O campo Hamiltoniano gerado por H € C*°(M) ¢é o
tnico campo vectorial Xg € X(M) tal que

Xy|w=—dH.

DEFINIGAO 3.3. Seja M uma variedade diferenciavel e X € X' (M) um
campo vectorial. O fluzo ¢~ definido pelo campo vectorial X é a aplicacio
#*: M x R — M determinada pela solucio ¢;* (p) do problema de Cauchy

FOF(0) = Xyx )
oy (p)=p

29
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O fluvo Hamiltoniano gerado por H € C®(M) é o fluxo ¢XH deter-
minado pelo campo hamiltoniano Xg. Recorde-se que um campo vectorial
X € X(M) se diz completo se o seu fluxo ®;¥ estd definido para todo o t € R.

DEFINIGAO 3.4. Sejam F,G € C*°(M). O seu paréntesis de Poisson é
definido por {F,G} := X - G.

Dada uma variedade simpléctica (M, w), escolhemos uma funcao fixa H €
C*°(M), dita o Hamiltoniano, cujo fluxo Hamiltoniano pretendemos estudar.
Uma funcao F € C°(M) diz-se um um primeiro integral do Hamiltoniano
Hse{H,F}=0.

DEFINIGAO 3.5. Fi,..., F,, € C*(M) dizem-se

1. em involugao se {F;, F;} = 0 para todo o 4,5 =1,...,m;
2. independentes em p € M se (dI1),,...,(dFy), € Ty M sdo co-

vectores linearmente independentes.

p

DEFINIGAO 3.6. Seja (M,w) uma variedade simpléctica com dimensao
2n. Um sistema (M,w, H) diz-se completamente integrdvel se existem n
primeiros integrais F1, . . ., F;, em involucao independentes num aberto denso
UcCM.

LEMA 3.7. Seja (M,w) uma variedade simpléctica, X\ € C*°(M), ¢ um
valor regular de X\ e ¥ = A\~1(c). Entdo w|y, é degenerada, dimkerw|y = 1
e as curvas integrais do campo hamiltoniano X, sao as curvas integrais da
distribui¢ao definida por ker w|y.

DEMONSTRAGAO. Tendo em conta que
0=w(X) X)) =—d\(X)) =Xy

vemos que Y é invariante para o fluxo de X. Assim, X, é tangente a X.

Facilmente se prova que kerw|y, tem dimensao 1. Basta observar que
dim ¥ = dim M —1, pelo que ¥ tem dimensao impar, e portanto, por (17), w é
degenerada em Y. Considerem-se agora dois vectores nao nulos vy, ve € T),%,
p € X, tais que

w(v,v) =0 e w(vy,v) =0

para todo o vector v € T,3. Como w ¢ nao-degenerada em M, podemos
tomar um vector u € T,M \ T,¥ tal que

wv,u) =1 e wvg,u)=a#0.

Assim,

aw(vy,u) —w(vg,u) =0 < wlav —vg,u) =0.
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Tendo em conta que qualquer vector v € T, M pode ser escrito univocamente
na forma v = wy + wp onde w; € T,X e wy = cu com ¢ € R, e que w ¢ nao-
degenerada em M, concluimos que avy —v9 = 0, pelo que vo = awv;. Portanto
ker w|y, tem dimensao 1.

Por outro lado tem-se que
XiJ(wlp) = —dAls =0

pois A é constante em . Concluimos que X € ker(w|y) e portanto, como
dimw|y = 1, as curvas integrais de X em ¥ sdo as curvas integrais de
ker(w|y) (a menos de reparametrizacao). O

Considere-se a projeccao canénica
m: TR — RrH
(¢:p) — q.
Define-se a I-forma candnica (ou 1-forma tautoldgica ou potencial sim-
pléctico candnico) 0 € QY (T*R™H1) atraves de
0(ap) = Ty
para todo o o, € T*R" L. A forma w € Q?(T*R"*™!) dada por
w=df
designa-se por forma simpléctica candnica. Em coordenadas locais,
0 => i opidd’,
w=>Y",dp; Ndg'.

Considere-se a variedade simpléctica (T*R"*!, w) onde w é a forma sim-
pléctica canénica, munida do sistema de coordenadas (¢°; . .., q", po, - - -, Pn)-
Por simplificagao de notagao, escreve-se (¢, p).

Seja E o elipsdide Ey da familia de elipséides confocais E) considerada
no capitulo anterior e seja D,, o conjunto das rectas orientadas em R"*!,
definido em (14).

Considere-se em T*E o Hamiltoniano dado por H = %(p,p) e seja X =
ST*E. Tem-se que ¥ = H~'(1/2). Por outro lado, considerando o mergulho
de ¥ em D,, dado por

X — D
(4 n (18)
(¢;p) — (a—(p,q)p,p)

temos que ¥ também pode ser interpretado como o conjunto das rectas
orientadas tangentes a E. Entdo, como ji foi referido no capitulo anterior,
o conjunto de valores {\1,..., A\, } para cada um dos elementos de 3 inclui
necessariamente o valor 0 e sem perda de generalidade, podemos ordenar
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os valores de A de forma que A, = 0 em X. Por outras palavras, X é o
subconjunto de D,, dado por ¥ = A\, 1(0).

Note-se que (T*E,w1) e (D,,,ws) sdo ambas subvariedades simplécticas
de (T*R™! w), onde w ¢ a restricio de w a T*E e wy é a restricio de w a
D,,. Assim, sendo X subvariedade de T*FE, podemos definir em X a forma
¢ induzida em 3 por w;. Por outro lado, ¥ é também subvariedade de D,
pelo que podemos definir a forma 7 induzida em 3 por ws.

Para os calculos que se seguem, convém mostrar que as formas £ e n sdo

a mesma. De (18) segue que
dp: TS — TD,
(v,w) = (v— (g, w)p— (p,v)p — (p, Yw,w).
Sejam (v1,w1), (v2, w2) € Ty 2. Entdo
§((v1, wr), (v2, w2)) = (wr,v2) — (V1, wa) .
Por outro lado,
n(dip(vr, wr), dip(va, wa)) = (wr,v2 — (g, w2)p — (p, v2)p — (P, Yw2)—
—(v1 = (g, wi)p — (p, v1)p — (p, Qw1 w2)
= (wi,v2) — (v1, w2)—
—(g, wa) (w1, p) — (p, v2) (w1, p)
(g, wi)(p, w2) + (p,v1){p, w2)
= (wi,v2) — (v, wg)
pois
lpl?=1 = (pp)=0 & (pw) =0.
PROPOSIGAO 3.8. As fungoes \;, i € {1,...,n} sao primeiros integrais

em involugdo e independentes do flurzo geodésico do elipséide EE em D,,.

DEMONSTRAGAO. Do Lema 3.7 e da igualdade entre as formas simpléc-
ticas & e n em X segue-se que o fluxo geodésico de E é dado pelo fluxo
Hamiltoniano gerado por A,. Pelo Teorema de Chasles temos que ao longo
de qualquer geodésica de E

d;
dt

pelo que as fungoes A; sdo primeiros integrais do Hamiltoniano A,. Para pro-

:0<:>X)\n‘)\i:0<:>{)\n7)\i}:07

var que estao em involucao, basta observar que dado um elemento genérico
(q¢,p) € Dy, entdao \;(¢q,p) = a, para algum « € R, que significa que (g,p) é
em particular tangente ao elipséide E,. Pelo mesmo argumento usado acima,
o fluxo geodésico de E, é o fluxo Hamiltoniano gerado por A;, e novamente
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pelo Teorema de Chasles {\;,A\;} = 0 para j = 1,...,n. Concluimos que

i, A H(p,q) = 0.

Vamos agora provar que (dA;) -5 (d\n)](q,p) 580 linearmente in-

l(gp)s - -
dependentes, para um ponto genér(ico) (¢,p) € D,. Note-se que os co-
vectores (dA1)|(gp)s -« -5 (@An)](g,p) S30 linearmente independentes se e s6 se
X (¢,p), ..., X, (q,p) sdo linearmente independentes.

Seja B C D,, o aberto denso tal que, para qualquer (¢, p) € B, os valores
c1 = M(¢,p),...,cn = A(q,p) existem e sdao distintos. Para cada i €

{1,...,n}, tem-se que
X (q,p) = @i(4:(0),pi(0)),
onde a; € R\ {0} e (g;(t),pi(t)) ¢ um caminho® de rectas tangentes a uma
determinada geodésica v; : R — E.,, tal que (¢;(0),pi(0)) = (q,p).
Uma vez que p; = %;, entao p; = %;, donde segue que p;(0) é a aceleracao
da geodésica v; em t = 0, e portanto é nao-nulo e perpendicular a E,,. Pelo
Lema 2.2, temos que (p;(0),p;(0)) = 0 para i # j. Entao, os vectores

(41(0),11(0)), - - -, (4n(0), pn(0))
sao linearmente independentes. Daqui se conclui que também
X (g:p)s -+, X0, (4, p)
sao linearmente independentes, o que termina a demonstracao. O

Fica assim demonstrado que as fungoes Ai,..., A, sdo n primeiros inte-
grais em involugao e independentes do Hamiltoniano A,, donde se segue que
o fluxo geodésico num elipsdide é completamente integravel.

10 indice i ndo se refere a coordenadas do caminho, mas sim ao indice do campo

hamiltoniano em causa, Xj,.
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