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Resumo

Em 1916, Karl Schwarzschild descobriu a solucao das equacoes de
Einstein correspondente ao campo de gravitagao de um corpo esférico
de massa M. Considerando apenas trés dimensoes (¢, 7, ), o nosso ob-
jectivo é encontrar uma superficie em R3? com a métrica medida por
observadores estacionérios no espaco-tempo de Schwarzchild. Iremos
também calcular a curvatura em cada um dos pontos dessa mesma
superficie.

Determinacao da métrica

Se restringirmos o espago-tempo de Schwarzschild a trés dimensoes (¢, 7, 0)
- por exemplo, ao hiperplano equatorial - obtemos a métrica:
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Suponha-se dois observadores estaciondrios distintos, O1 = (¢,r,0) e
O = (t,r+dr,0+df), com r,0 € R. Com o objectivo de calcular a distancia
entre eles, imagine-se um raio de luz que intersecta ambos os observadores. A
distancia medida pelos observadores ¢é igual ao tempo, medido no referencial
dos observadores, que o raio de luz demora a percorrer essa mesma distancia.
Como os raios de luz viajam por geodésicas nulas, temos que para o raio de
luz
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Por outro lado, o observador O; mede um tempo préprio
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de onde deduzimos que, sendo ds a distancia medida pelo observador Oq,

ds =dro, =\/1— — :\/1— dr2+7’2d92

& ds? = <1 - r) dr? + r2dg> (3)

Concluimos ent@o, que (3) é a métrica medida pelos observadores esta-
cionarios no espaco-tempo de Schwarzschild.
Determinacao da parametrizacao
Considere-se uma parametrizacao do tipo

p(0,7) = (rcos@,rsinb, f(r)) (4)

onde f : R™ — R. A escolha de uma parametrizacao deste tipo prende-se
com o facto de a métrica (3) ndo depender de 6, o que nos leva a ponderar
a possibilidade de procurarmos uma superficie de revolucao.

Uma superficie do tipo de (4) tem primeira forma fundamental
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e portanto métrica

que ¢é igual a (3) com
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Note-se que, tanto o sinal, como a constante Cy determinam superfi-
cies iguais a menos de isometria. Tendo isto em conta, escolhemos f(r) =

2v2M+/r — 2M, ficando com a superficie

Sops = {(rcos(),rsin(h),2vV2M~r —2M) € R®:r > 2M A0 < 6 < 27}
(5)

Determinacao da curvatura
Agora que temos uma parametrizacdo da superficie, podemos calcular a
curvatura.
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Sabemos que a sequnda forma fundamental é semelhante a matriz (6),

0 que significa que tem os mesmos valores préprios, traco e determinante.
Concluimos entao que
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H(O,r)=tr(¢g (D*x)-71) = 5\ 5
G(6,r) = det(g~ ' (D?z) - i) = —%3
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