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Introducao

Este trabalho tem como objectivo o estudo do Universo de Godel partindo das equagoes
quasi-Maxwell. Este tipo de analise é completamente original.

No capitulo 1 é feito um pequeno resumo sobre regides estaciondrias, equagoes de
movimento e equagoes quasi-Maxwell. No capitulo 2 estuda-se o Universo de Godel,
comecando por determinar a sua métrica e a da variedade espaco, seguindo-se o céalculo
das geodésicas, das isometrias e por fim a sua relagdo com o grupo SL(2,R).

Em termos de notacao usaram-se indices abstractos, representados por letras romanas
a,b,... (por exemplo para representar um campo vectorial X usa-se a notagdo X¢).
Reservam-se no entanto as letras romanas i, j,... para representarem indices numéricos
variando de 1 a 3; letras gregas representam indices numéricos variando de 0 a 3. E usada
a convencao da soma de Einstein. A assinatura da métrica é (— + ++) e o tensor de
Riemann verifica

R, 7% = (VoVy — V Vo) Z.



INDICE



Capitulo 1

Equacoes quasi-Maxwell

Neste capitulo faz-se um pequeno resumo sobre regioes estacionarias, variedades espago
e equacoes quasi-Maxwell, de maneira a introduzir conceitos fundamentais para estudar
posteriormente o Universo de Godel. Para mais detalhes, ver [1].

1.1 Regioes estacionarias
Considere-se um espago-tempo ) com métrica g = (, ).

Definicao 1.1.1. Um aberto U C Q) diz-se uma regiao estacionaria se existe um campo
de Killing T do tipo tempo definido em U.

Definicao 1.1.2. Uma subvariedade tridimensional ¥ C U diz-se uma variedade espaco
se cada curva integral de T intersectar ¥ uma unica vez, ou seja, se > se pode identificar
com o quociente de U pelas curvas integrais de T

Repare-se que as curvas integrais de 1" proporcionam uma projec¢ao natural

Tm: U — 3.

Pode-se agora definir uma funcdo de tempo global da seguinte maneira:

t: U—R
pr—t(p)  talque 7(t(p)) =p
onde v é uma curva integral de 7" com v(0) € X.

O campo de Killing 7" identifica uma familia especial de observadores: aqueles cujas
histérias sao as curvas integrais de T', ditos observadores estaciondrios.

Sejam {x'}?_, coordenadas locais para Y. Usando as curvas integrais podem ser es-
tendidas como fungoes a U. Portanto, {t,z'}?_; sdo coordenadas locais em U. Nestas
coordenadas, temos que ¥ = {t = 0}, que T' = % e que o elemento de linha da métrica
em U é dado por

ds® = goodt® + 2g0;dt dz’ + gi;da’ da’

3
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onde

¢ = logv/—goo
A = Ads' = 900 4
doo
Y= %’jdxi da’ = (gij _ J0id0; )dxi da?

90

Nota 1.1.3. ¢, A e v podem ser vistos respectivamente como func¢ao, forma-1 e métrica
em X, por ndo dependerem de t. v é uma métrica Riemmaniana em X, portanto (X,7)
¢ uma variedade Riemanniana. Intuitivamente, v determina a distancia local medida por
observadores estaciondrios. Como ag;j = 0, temos que a distancia entre observadores
estactondrios nao varia com o tempo.

Repare-se também que poderiamos escolher um outro campo de Killing com as mesmas
curvas integrais, assim como outra variedade espago. Daqui surgiria outra funcao de tempo
global. Contudo, as seguintes formas diferenciais

G = —do
H = —e%dA

mantém-se invariantes.
Seja {e;}2_, um referencial ortonormado para (3 e {&"3 . o co-referencial dual.
i=1 ) i=1
Pode-se definir

i Y — T0% tal que

iy 1 TpY — A*TFY tal que

in(v) = ia(v'e;) = 1O AP+ V20PN DT + 030 A QP

e com base nestas aplicagoes podem-se definir o campo gravitico e gravitomagnético na
variedade espaco.

Definicao 1.1.4. Na variedade espago 3. define-se campo gravitico G e campo gravito-
magnético H da sequinte da maneira:

H = iy(H).
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1.2 Equacoes de movimento

Seja {e,} base ortonormal para T,U que satisfaca ey = . Tem-se

(—(1.1)*
Jop = (€a;€) = Tap
(onde o é —1sea =03 =0,1se = #0e0sea#f),e{w*} orespectivo
co-referencial.
Usando 7 : U — X, {e;}2_, pode ser identificado como uma base ortonormal para
T3
Seja {w®} o co-referencial dual, verificando

W' = e?(dt + A)
wto= 1t

/\i 3 2’ .
onde {@'};_, é co-referencial ortonormado para (3, ).
Considere-se também uma geodésica tipo tempo, representando o movimento de uma
particula material com vector unitario tangente

u:uoeo+u

onde 1% é a energia por unidade de massa de repouso que o observador estacionario mede
e

u=u'e
¢ u’v, onde v é a velocidade da particula medida pelo observador estacionario.
Temos que
Gopu®u’ = —1 & (u°)? = 1+ u?
onde

u’ = gju'e’ = u'u' = y(u,u).
Para determinar a equacao de movimento da particula podemos escrever a equacao de
geodésica

Vau =0 V,(u'ey +u'e;) =0
du?® : dut : o (1.1)
& dieo + u’w} (u)e; + diei + u'w)(u)eg + u'w! (u)e; =0
T T

mas para tal é necessario primeiro determinar as formas de conexao. Usando as equagoes
estruturais obtém-se

, 1 )
0o _ i 0 ]
w, = wy=—-Gw — éHi]w

;1
| = @) — G Hi"
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onde &} sao as formas de conexao em (X, ). Substituindo em (1.1) e separando a equagao
resultante nas componentes 0 e i obtém-se respectivamente

a
dr

Duy i |
(d—u> = (u)’Gi+u’Hyu
T

= W u'G;

onde £ se refere & conexdo de Levi-Civita em (3, 7).

Note-se que, usando o campo gravitico e gravitomagnético, podem-se reunir as com-
ponentes ¢ em

~

D
d_u = (W’)?’G +v’ux H
-

(1+ u2)%((1 +u?)iG o+ ux H)

concluindo assim que, quando os observadores estacionarios comparam as suas observacoes
locais, a particula move-se segundo a influéncia do campo gravitico e do campo gravito-
magnético de uma forma semelhante a do electromagnetismo.

1.3 Equacoes quasi-Maxwell

Definicao 1.3.1. Um fluido cujas unicas pressoes medidas por observadores comaoveis
seja uma pressao isotropica diz-se um fluido perfeito.

Considerando {e,} um referencial comével associado a um observador comével, o
tensor energia-momento do fluido perfeito é dado por

T = pey ® e + pe; @ e;

onde p ¢é a densidade de energia de repouso do fluido e p é a pressao de repouso. Relem-
brando que

g=—€e®e t+ere

ve-se que

T=(p+pleo®ey+pyg

ou, dado que ey é apenas a velocidade-4 u do fluido,

T = (p+p)u®u+pyg.

Pode-se agora reescrever a equacao de Einstein
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1 1
Rap — §R§9ab = 81Tay & Rap = 87 <T‘1b N §chg ab)

1
& R™ = 8ﬂ<(p+p)U®U+ 1% —p)g“b)-

Mas como

u:e0:u060+u

temos que

R® = 8n(p +p) <(u0)260 ®eo+ uleg @u+utu®er +u® u)
+dm(p—p)(—eo @ eo +7)

ou seja

R® = 47r(<2(u0)2 - 1>p + (2(u0)2 + 1)p> (1.2)
R%; = 8n(p+p)u’u (1.3)
RY = 8%((,0 +p)u'u + %(p - p)v“)- (1.4)

Usando as formas de conexao é também possivel escrever o tensor de Ricci em funcao
do campo gravitico e gravitomagnético

1
ROO = — le(G) + G2 + §H2

1
Rol'el' = = I'Ot(H) —-GxH (15)

\)

. . 1 1
Rij = Rij + VZGJ - GZGJ — §HZH] —+ §H27ij

onde R;; sao as componentes do tensor de Ricci na variedade espaco na correspondente
base ortonormal.
Comparando e rearranjando (1.2) e (1.5) obtemos as seguintes equagoes

div(G) = G2+ %H2 - 4%((2(u0)2 - 1)p + <2(u0)2 + 1)p) (1.6)

rot(H) = 2G x H — 167(p + p)u'u (1.7)
. . 1 1
(R)iy +ViG; = GiGj+ 5 HiH; — §H2%‘j (1.8)
1
+ 87?((/) +puivy + 5 (p = p)w) :

Definicao 1.3.2. Estas equagoes dizem-se equagoes quasi-Maxwell correspondentes a
familia de observadores estaciondrios considerados.
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Capitulo 2

Universo de Godel

Neste capitulo vai ser feito o estudo do Universo de Godel. Esta solucao das equagoes
de Einstein foi descoberta por Kurt Godel em 1949 (ver [3],[4]). Descreve o movimento
de um fluido que estda em rotacao em torno de cada um dos observadores comoveis. Esta
solucao causou um certo desassossego entre os fisicos da altura visto Godel ter mostrado
que esta solugao contém curvas tipo tempo fechadas o que permitia a hipdtese tedrica de
se poder viajar para o passado.

2.1 Meétrica

Para iniciar o estudo deste espaco-tempo comega-se por determinar a métrica. Para
tal assume-se que se tem uma variedade espaco plana onde existe um fluido presente.
Considera-se que se tem também um campo gravitico e um campo gravitomagnético.
Seja X uma variedade espago plana com 7;; = 0;; associada ao espaco-tempo V' onde
estd presente um fluido, G o campo gravitico, H o campo gravitomagnético e U = u’ey+u
a velocidade-4 do fluido, em que {e,} é base ortonormal de V.
Considerando a pressao p constante, o fluido encontra-se em queda livre donde

Du_
dr

Se u for constante tem-se também que

(u0)2 G + v’u x H.

Hxu=1u"G

dai que seja natural tomar G ortogonal a H e u.
Sejam os campos G e H e u dados por

0

G = G’%
0

H = H—
dy

_ 9
v “az
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onde GG, H e u sao constantes positivas.

Teorema 2.1.1. Nestas condicoes, para cada p > 0 as equacgoes quasi-Mazxwell tém uma
unica solucao dada por

— 4/7p
44/ 2mp
=1
= p

s o2 T Q
I

e o elemento de linha da métrica do espaco-tempo é
ds? = —e BVTP? (dt + \/564\/”7’:”(12)2 + dz? + dy? + d22.

Demonstracao.
Recordamos que as equacoes de quasi-Maxwell sao dadas por

div(G) = G* + %HQ —4m((2(u”)* = 1)p
+ (2(u°)* + 1)p)

rot(H) = 2G x H — 167(p + p)u’u (2.2)

A N 1 1
Rij + VZGJ = GZG] —+ 5H¢Hj — §H2”Yij
1 (2.3)
+ 8”((0 + plugu; + 5(:0 - p)%‘j)-

De (2.1) tem-se que

9 _ ¢ +ig AT ((2+2u® = 1)p + (2+ 2u” + 1)p)

1
S0=G%+ §H2 — 47 ((1 + 2u®)p + (3 + 2u®)p).

De (2.2) tem-se que

OH 0 OH 0 0 g1 O
% 7 + Fe QGH& —167(p+ p)(1 + u”) ua 2.5)

& 0=2GH — 167(p+p)(1 + u2)%u.

De (2.3) tém-se as seguintes trés equagoes
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1

i=j=1 = 0:G2—§H2+47T(p—p) (2.6)

i=j=2 = 0=4n(p—1p) (2.7)
1 1

i=j=3 = 0:—§H2+87r((p+p)u2+§(p—p)). (2.8)

De (2.7) tem-se que

p=p (2.9)
Substituindo (2.9) em (2.6) obtem-se

H? =2G? (2.10)
e substituindo (2.9) e (2.10) em (2.4) e (2.8) conclui-se que

0 = G*>—8r(1+u)p (2.11)
0 = —G*+ 16mpu’. (2.12)
Somando estas duas equagoes obtém-se

u=1

e substituindo este resultado em (2.12), tem-se que

G =4\/mp
que por sua vez se sbstitui em (2.10)
H = 4.\/2mp.
Ou seja, conclui-se que

G = 4mp
H = 4\/27p
v = 1

p =7

Resta verificar que (2.5) é satisfeita, o que é imediato. Como se viu no capitulo 1, a
métrica correspondente a esta familia de observadores é dada por

ds? = —®?(dt + A)? + v (2.13)

onde

H = iy(H) = —e?dA (2:15)
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De (2.14) tem-se que

d¢ = —4/mpdx & ¢ = —4\/mpx + ¢ (2.16)
(escolhemos ¢ = 0) e de (2.15)

Hdz Adx = —e V™74 A
& dA =4V2 /7p VPR dx A dz (2.17)
o A=V2 eV 4 df.

(escolhemos f = 0). Como ja tinha sido referido, v;; = d;; e portanto

v = da? + dy?® + d2°. (2.18)

Substituindo (2.16), (2.17) e (2.18) em (2.13), obtém-se o elemento de linha do espago-
tempo V'

ds? = —e 8V (dt +2 e4\/7f_0xdz)2 + da? 4+ dy? + d2°.
O

Corolario 2.1.2. Nas condigcoes do teorema anterior, para o espaco-tempo V, % é

também um campo de Killing tipo tempo, e para a correspondente familia de observadores
estaciondrios o campo gravitico e gravitomagnético sao dados por

G =0
H:427rpg

ou seja, estes observadores sao comoveis com o fluido.

Demonstracgao.
Como foi visto no teorema anterior, o elemento de linha da métrica é

ds? = —e VTP (dt 4+ /2 VTP A2)? 4 da? + dy? + d2,

Pode-se agora rearranjar a métrica de maneira apropriada

ds? = —e BVTPe (dt2 + 263222 4 24/2 VPRt dz) +da? + dy? + d2?
= —e VT2 — 2V/2 e VTP AL Az — d2? + da® + dy?
2
=— (dz +2 e_4\/7r_‘”“dt) + e 8V 4 da? 4 dy?.
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Mas o elemento de linha pode ser posto na forma

ds? = —62¢l(d2’ + AN 44

com

d=0=G =0
if)
A = V3 ey
= H' = 4V2/7p dz A (e=WVmPrdt)

0
Y

Como o espaco-tempo e o fluido sao os mesmos, a densidade e a pressao mantém-se
constantes, logo p = p.
Usando a primeira equacao quasi-Maxwell conclui-se que u’ = 0:

1
div(G') = G + 5H’2 — 16mp(w’® + 1)

& 16mpu’? =0
S u =0.

Assim, conclui-se que % também é campo de Killing e tem-se para a correspondente
familia de observadores estacionarios

G =0
H =4 2p7ra%
u = 0.

O

Com esta familia de observadores coméveis com o fluido o elemento de linha da métrica
da variedade espaco é dada por

(dI)? = e 3Pt + dz® + dy?.

Teorema 2.1.3. Para os observadores comoveis com o fluido, a variedade espago € o
produto de um plano hiperbolico por R.

Demonstragao.
Para mostrar o que é pretendido basta mostrar que

e BVPTEAE? 4 dg?

¢ o elemento de linha de um plano hiperbdlico, ou seja que a variedade com esta métrica
tem curvatura escalar constante negativa.
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Seja {w® w'} co-referencial para o referido espago onde

W' = e tVPTEqt

W= dx

de maneira que os coeficientes da métrica g nesse co-referencial sejam g;; = d;;.
Logo, s6 é necessario calcular uma forma de conexdo w?. Uma vez que

dw® = —4/mpw’ A W

dw! =0,

pela primeira equacao estrutural de Cartan tem-se

W) = —4./p7 W°

e calculando as componentes do tensor de Ricci, como se pode ver em apéndice, obtém-se

ROO = R11 = —167Tp

Ry = Rn =0
donde
R = —-32mp
portanto, constante e negativa.
O
Nota 2.1.4. Uma vez que a curvatura escalar é R = —32mp, o elemento de linha para o

espaco hiperbolico pode também ser dado por
di? = —z(dr2 + sinh?r d¢?) = 1 (dr2 + sinh?r d¢2)
R 2w?
com w = /8mp.

Assim, o elemento de linha para o espaco-tempo pode também ser escrito como

1

22

1 2
ds? = — (dt + —(1 — cosh r)dgb) + (dr® 4 sinh®r d¢?) + dz”
w

visto ter-se

1
H= QWQ = H = 2w——=sinhr dr A d¢
0z 2w?

— —d<£(1 — cosh r)dgb).
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Note-se que esta € a unica escolha de constante que deiza A bem definido quando

r—0:
k — cosh k — cosh
A=""0 Gl dp = A = —— "
wsinh r wsinh r
lim F =T k1

r—0 wsinhr
Fazendo a sequinte mudanca de varidveis

r=2u
t =2y
o elemento de linha pode também ser escrito como
2
ds® = = (= dt” +2v2sinh*u dt’ d¢ + du® + sinh® u(1 — sinh® u)d¢?) + d2>
w

(ver [2]). A constante w pode ser identificada com a vorticidade do fluido (ver apéndice).

2.2 Geodésicas

Apés determinar a métrica do Universo de Godel, é natural perguntar quais serdao as
geodésicas deste espaco (ver [5]). Uma vez que o Universo de Godel é o produto de R por
uma variedade Lorentziana de dimensao 3, cujo elemento de linha é

1 2 1
2 _ Lo 2 12 2
ds® = (dt + w<1 cosh r)d¢> + 5.7 (dr* + sinh®r d¢”)
_ 1 / 2 2 R 2 2
= 2w2< (at' + V2(1 — cosh r)d¢)” + dr? 4 sinh®r d¢ )

com

t = V2uwt,

basta analisar as geodésicas desta variedade. Na verdade basta analisar a métrica com w =
g visto que w determina apenas um coeficiente de escala da métrica. Por simplicidade
chama-se ainda a esta variedade o Universo de Godel.

Teorema 2.2.1. As projecgoes das geodésicas tipo tempo na variedade espaco do Universo
de Gadel sao circunferéncias de raio inferior a um raio mAxiMo, T4, que verifica

V2

tanh 7., = -

Demonstragao.
Para a métrica

ds? = —(dt + \/5(1 — coshr)dg)? + dr? 4 sinh®r d¢? + dz?
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tem-se

G =0
A = V2(1 —coshr)de

H = 2snhr dr/\dgz5:>H:\/§§.
z

Pela equacao das geodésicas tem-se

D
Vuu:Oﬁd—u:\ﬂ%—u?uxH.
T

onde £ re refere a conexao de Levi-Civita na variedade espaco.
: 2
No referencial {e;};_; com

0
LT oo
1o
2 = sinh r d¢
tem-se
. 0
u=u'e +uley = r% + ¢0_¢
= req + sinhr gf)eg
e
wto= dr
w? = sinhr d¢
donde

w? = cothr w?
Como se viu atras, a equagao do movimento é
du’
dr
Calculando u x H obtém-se

+v/wi(u) = (V1+u?ux H)Z (2.19)

uxH=+2sinhr éel — \/57*62

e substituindo em (2.19) tem-se
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; oy L .

i —sinhr coshr ¢ = (1472 + sinh? r ¢?)? V2sinhr ¢
y ; Lo L .
¢ + 2 cothr 7¢ = —(1+7?+sinh’r ¢?)> —Sﬁrr

Nas equagoes anteriores, considerando r constante, tem-se o seguinte sistema

: o1
- coshr ¢ = \/5(1 + sinh?r ¢2) 2 (2.20)
¢ =0
De (2.20), ¢ < 0 donde pondo u = |ul|
U = —sinhré
1
cothr u = \/5(1+u2)2
o= g
= v _ = /2tanhr.
(14u2)?
Quando u — oo tem-se v = a u2); — 1, donde se conclui que ry.x € tal que
+u<)?2

V2 tanh .y = 1.

Assim, conclui-se que a projeccao das geodésicas do tipo tempo na variedade espago
sao circunferéncias de raio menor que 7., em torno de um qualquer ponto, visto o plano
hiperbdlico ser um espaco homogéneo.

0

Logo, qualquer objecto em queda livre descreve trajectorias circulares fechadas.

O tempo préprio gasto por uma particula a percorrer uma geodésica é At = 27 sinh r/u:

i | 2r 2mwsinhr
AT: dT: —d¢:——:7
Ti 0 ¢ (b u
enquanto que o tempo de coordenadas é At = v/27(2 — coshr), como pode ser visto em
apendice.

Teorema 2.2.2. No Universo de Godel existe uma curva nula fechada.

Demonstracao.
Basta notar que

<2 g> = —2(1 — cosh 7‘)2 + sinh?r

<%,%>:O = 2(1 — cosh7)? = sinh®r
& 2(1—2coshr +cosh?r) = cosh’r — 1
& coshr =3
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Portanto as curvas coordenadas t = const, r = r’ com r’ tal que coshr’ = 3 sao curvas
nulas fechadas.

O

Note-se r’ é maior que rp.. Alids, mostra-se que 1’ = 27,4, foi visto que tanh r,,q, =
g donde sinhr =1 e coshr =2 e portanto

2sinh 7,4, cosh 70z 2v/2
tanh 27,0 = 5 — = )
cosh” 700 + SIDh” 7,00 3

Sabe-se também que cosh ' = 3 e portanto sinh 7’ = 21/2 donde tanh ' = tanh (27,0, )
ou seja r’ = 2r 4.

Geodesicanula

Geodésicado
tipo tempo

Figura 2.1: Projecgoes na variedade espago de geodésicas e curvas causais fechadas.

Mais do que isso: mostra-se que esta curva nula fechada é uma cdustica (ver figura
31 de [2]). Seja p um ponto do espago-tempo e consideremos todas as geodésicas com
origem em p. As geodésicas cujas projeccoes na variedade espaco verificam r = 7., S0
geodésicas nulas, tangentes a curva nula fechada r = 2r,,,,. Para mostrar que esta é uma
caustica é necessario que todos os seus pontos sejam conjugados a p. Para tal seja ¢ um
ponto da curva nula fechada e considere-se o campo de de Jacobi _a% (—% é campo de
Killing que se anula em p e logo é campo de Jacobi). As projecgoes na variedade espago

do campo de Jacobi, —ﬂ*a%, e do vector tangente a geodésica em ¢, m.l, sao paralelas.

Em g, —% ¢ um vector nulo, e

< 0 0 > = —2\/§coshrma$ < 0.

ot ¢
0
<§’l> <0

Como
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(uma vez que esta quantidade é conservada ao longo da geodésica e esta aponta na direcc¢ao

futura), concluimos que —% e | sao vectores nulos em ¢ apontando na direccao futura
cujas projeccoes na variedade espaco sao paralelas, pelo que sao paralelos. Logo p e ¢ sao

conjugados.

Da demonstracao do teorema anterior conlui-se também que qualquer circunferéncia
na variedade espago com r < r’ é projeccao de uma curva tipo espaco fechada e com
r > 1’ é projeccao de uma curva tipo tempo fechada. A existéncia destas curvas criou
uma certa consternacao uma vez que estas curvas ‘correm’ suavemente de volta a si
proprias, o que permitiria a possibilidade teérica de viajar para o passado!!! Uma linha
tipo tempo fechada pode ser vista como a curva percorrida por uma pessoa ao longo do
tempo, permitindo assim a esta viajar para o seu passado se a aceleracao necessaria for
toleravel e o tempo préprio necessario para tal viagem for inferior ao tempo de vida da
pessoa. Tal desafia as nocoes de causalidade, visto nao se poder considerar, em relacao a
qualquer acontecimento, que a causa é anterior ao efeito causado.

A aceleracao necesséria para percorrer a curva nula fechada é (ver apéndice)

0
K_KE

onde

B sinh?r — coshr — 1
sinhr (coshr —3)

Note-se que quando r — oo tem-se K — 1 > 0. Se uma particula seguir uma
circunferéncia de raio r tal que coshr > 3 a aceleragao tem sentido %. Tal nao é de todo

estranho, pois se a particula se encontrasse em queda livre seguiria uma geodésica, ou

seja, seguirira uma circunferéncia de raio menor. Para tal ndao acontecer a aceleracao tem

de contrariar este movimento, tendo portanto sentido % em vez de —%.

Tendo a aceleragao ja ter sido calculada pode-se calcular agora ¢ Kdr: sendo u = (ba%
1

i (coshr+1\2 1 _
com ¢ - (coshr73> sinhr tem-se

T —2m 1
AT :/ dr :/ —d¢
Ti 0 ¢
2 1

B hr —3\z hr —3\3
= —/ sinh r (M) dr = 27 sinh r (M>
0 coshr +1 coshr 41

donde

j{Kd Kj{d 5 sinh?r — coshr — 1
T = T =27 -
((coshr — 3)(coshr +1))?

Recorde-se que no estudo da métrica considerou-se w = g para nao haver factor de

escala (2%2 = 1). Portanto com w arbitrério este integral vem

j{K/dT/:%deT:aszdT
w
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onde a é o factor de escala do Universo.
Se um foguetao com massa inicial mg quisesse percorrer uma curva tipo tempo fechada,
a sua massa final seria dada por

m — moeﬁa?deT

onde b é a velocidade de ejeccao do propulsante. Mesmo que o propulsante fosse ejectado
a velocidade da luz (b = 1), a massa final do foguetao serd muito pequena, a ndo ser que
este tenha uma massa inicial elevada (e_‘leKdT toma valores pequenos porque o factor
de escala do Universo é grande).

2.3 Isometrias

Neste capitulo estudam-se os campos de Killing do Universo de Godel a fim de determinar
as isometrias deste espaco.

Como foi visto atras, a variedade espaco é o produto do espago hiperbdlico H por R.
A métrica do espaco hiperbdlico pode ser escrita como

1 1
di? = Ed:ﬁ + ?d;ﬁ

e tem-se que

0 1
H=2%2w_—=H=2w—dzAdy
Y

0z
_ _d%"dx) _ —d<§dx>

particularizando para w = ?

Assim o elemento de linha da métrica do Universo de Godel pode ser escrito como

2 2 1 1
ds* = (dt — £d:z: + —dz® + = dy® + d2? (2.21)
Y y? y?

Note-se que esta métrica ¢ invariante & esquerda no grupo de Lie R?2 x H. Na verdade
usando a translaccao a esquerda de H

L(a,b)(xay) = (a7b> ’ (ZE,y) = (CL + b{L‘,by)

tem-se

«1 1 1
(L(a,b)) gd.’lﬂ' = @d(a + bx) = & dzx
«1 1 1
Liap) —dy = —d(by) =~ dy

(Lan); (00 =
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Teorema 2.3.1. Os campos de Killing do Universo de Godel sao dados pela base:
i) 2
i) 2
iii) &
i) :ca% + ya%
v) (2% = y*) & + 2wy 4

Demonstracao.
Considera-se apenas a métrica dada pelo elemento de linha

V2 1 1
ds? = —(dt — 7dx)2 + deZ + Edy2 (2.22)

uma vez que o espago com a métrica (2.21) é o produto cartesiano do espago com a métrica
dada por (2.22) com R.

Assim, obviamente, % ¢ campo de Killing da métrica inicial.

Seja X (X = X%,) campo de Killing da métrica (2.22) e X, a correspondente
forma diferencial (X, = X,w®). Para tal X, tem de satifazer

VoXp + VX, =0 (2.23)
onde
VoXp = Vo Xpw® @ w? = (00X — T, X, )w* @ w”

Escrevendo a equagao (A.3) em coordenadas obtém-se as seguintes equagoes:

)
i) 9X; + 01X —V2X, =0
iil) 9pXa + 0 Xo +V2X; =0
iv) 01X; — X, =0
)
)

V) 01X+ 0. X1+ X; =0
vi) ;X5 =0
onde 5
O = e
O = ﬂ% + y%
9, =42
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Resolvendo estas equagoes, como se pode ver em apéndice, obtém-se os campos de
Killing do Universo de Godel.
OJ

Os trés primeiros campos de Killing geram translacgoes, na coordenada temporal e em
duas coordenadas espaciais. O quarto e o quinto campo correspondem a isometrias do
espaco hiperbodlico, e em particular o quarto gera dilatagoes no espaco hiperbdlico dadas
por

(z,y) — (az, ay).

2.4 Relagao com SL(2,R)

Considere-se R* com a métrica

ds? = —(dy")* — (dy*)* + (dy*)* + (dy")*.
SL(2,R) pode ser identificado com o hiperboléide
W)+ ) = ") - () =1
fazendo a seguinte identificacio entre vectores de R* e matrizes 2 x 2
14,3 .4 .2
L2 3’4'_)(y+y vty )
v,y y°) y4_y2 y1_y3

Mas este pode ser parametrizado por (r, 6, )

—

coshr cos@
coshr sinf

= sinhr cosvy

SSIEENS I S

= sinhr sin.
Nestas novas coordenadas o elemento de linha da métrica induzida em SL(2,R) ¢ dado

por

ds? = —(sinh7 cosf dr — coshr sinf df)* — (sinhr sin6 dr 4 coshr cos6 df)?
+ (coshr costp dr —sinhr sine di)? + (coshr sint) dr + sinhr cosp dy)?

— —sinh?r dr? — cosh?r d6? + cosh?r dr? + sinh?r de? (2.24)
= —cosh?r d6? 4 dr? + sinh®r dz/;%.
"

O espago com este elemento de linha é o chamado espago de anti-deSitter. Considere-
se a base ortonormada {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0),(0,0,0,1)} de T(1,000)R*. A cada
elemento da base ortonormada fica associada uma matriz 2 x 2. Fazendo a translaccao a
esquerda, estas matrizes sao enviadas nos seguintes elementos
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(ylﬂf’ y4+y2)(1 0) :(ylﬂf’ y4+y2)
y4_y2 yl_yB 0 1 y4_y2 yl_yB
(y1+y3 y4+y2)( 0 1) :(—y4—y2 y1+y3)
y4 _ y2 yl _ y3 -1 0 y3 _ yl y4 _ y2
(y1+y3 y4+y2><1 0 ) :(y1+y3 —y4—y2)
y4_y2 yl_y?) 0 —1 y4_y2 y3_y1

<y1+y3 y4+y2><0 1) :<y4+y2 y1+y3>
y4_y2 yl_y?) 1 O yl_y?) y4_y2

correspondendo respectivamente aos seguintes vectores

X1 = (yl )
X2 = ( Y 7_y4 y3)
X; = (y3,—y y,—yQ)
Xy = Wyl vty
Tem-se que
0 2 1
o 0
50 (—y%y,0,0)
0
—_  _ 0.0. — 4 3
90 (0,0,-y",y")
donde
0 0
X I
2 = +8@/}
com

(X3, X,) = —cosh®r +sinh®r = —1.

Para obter uma base ortonormada para o hiperboldide em que X5 seja um dos vectores,

é necessario determinar mais dois vectores unitarios e perpendiculares a X5. Um deles é

% e o outro pode ser escrito como a% + 0 % verificando
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(agg + By afy + gy = -1

—cosh?r a+sinh*>r 3 = 0
And 2, 02 | on2,. 22

—cosh”r a® +sinh“r g = 1

- a = tanhr
8 = cothr.

Assim, a nova base ortonormada é

{2 24—3 tanhrg—i-cothri}
ar’ 00 oY’ 00 oY

e a correspondente base dual é

{dr,cosh?r df — sinh?®r dep, —sinhr coshr (df — dup)}.
Pode-se ter para nova coordenada temporal

)

ot 00 ov  oton | ot ow

g =t
:>{w21/~1+t

Assim, com as coordenadas (t,7,1) a base dual escreve-se como

{dr,dt — sinh®r dy, sinhr coshr dz/;}

Nestas novas coordenadas, a métrica do espaco de anti-deSitter é dada por

ds® = (dt — sinh® 7 d¢))? 4+ dr? + cosh®r sinh?r di)?.
Podemos considerar uma nowva métrica em que o vector X, é multiplicado por uma
constante, assim como o correspondente covector
dt — sinh®r dp — p(dt — sinh® rdi)).

O elemento de linha da nova métrica é dado por

ds? = —p?(dt — sinh®r di))? + dr? + cosh?r sinh?r di)?
= —(df — psinh?r dg))? + dr? + cosh?r sinh?r dy)?
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com t = put. Para p = /2 este é o elemento de linha da métrica de Godel:

ds® = —(dt — V2sinh?r di))? 4 dr? + cosh?r sinh?r dy)?.

De facto, seja u = 2r. Para esta mudanca de varidveis tem-se 1 — cosh u = 2sinh®r.
Assim

2
_ 1 1 _
(1 — cosh u)d@/)) + Zdu2 + 1 sinh? u da)?

S-S

2
. 1 -
(1 — cosh u)dw) + Z(du2 + sinh? u di?)

que é a métrica de Godel
1 S|
ds? = —(dt + —(1 —coshr)d¢ | + —(dr® + sinh?r d¢?)
w 2w?

(visto anteriormente) com w = /2.
Esta foi a maneira como Godel obteve inicialmente a sua métrica. (Ver [3].)

Teorema 2.4.1. O Universo de Godel é dado por uma métrica invariante a esquerda no
revestimento universal de SL(2,R).
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Apeéendice A

Apeéendice

A.1 Calculo do tensor de Ricci (Teorema 2.1.3)

A primeira equagao estrutural de Cartan é dada por
dwa+w§/\w6 =0 (A.1)
e a segunda ¢é dada por
QF =dw’? + w?/ Aw]. (A.2)
De (A.1) tem-se
W) = —4/7p W°

e por (A.2) obtem-se

QY = d(—4yTpw?)
= 16mpe V™ dx A di
= —16mpw’ A w?.

Mas por outro lado,

0_p 0 05, 1
O =Ry w Aw.

Obtém-se entao

Ry,’y = Ryg'y = —167p.

As componentes do tensor de Ricci calculam-se da seguinte maneira

_ k

e sao portanto

Roy = Ry = —167p
Rlo — Rol — 0

27
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A.2 Calculo da vorticidade do fluido

Seja U* a velocidade-4 do fluido. U* = E visto que na segunda familia de observadores
se tem u = 0.
Assim

1
U, = gapU®da” = gopda” = —dt — —(1 — coshr)d¢ = ¢°
w

1 sinh r
dU = —sinhr dr A d ——Qw( )/\( d):2w¢97"/\9¢
. : ) n (T
onde
1
0 = d
\/ﬁw g
inh r
gr — 2T,
\/Qw ¢
Tem-se

UAAU = 2w0° A 07 A 62

(U AdU) = 2wb?.

Por definicao, a vorticidade w® do fluido é dada por

&
S
|

1 1
adeUbv[dUc] — §nabchb(vdUc . chd)§

»—wbl»—wbl»—‘le

1
abch (dU)dc — ZT/adeU[b(dU)dc}

211! 1
abed
d . =
U — (U A dU )pq G

0
5 (UAU) =0

ou seja, a constante w pode ser identificada como a vorticidade do fluido.

nabcd (U A dU) bde

[\

A.3 Tempo de coordenadas gasto a percorrer uma
geodésica

ty —2
ae= a2
ti 0
t u
= 27— = 21— — 227Gy
¢ ¢

1 1
= —QWM + 2v271(1 — coshr)

smh r

= /27(2 — coshr)



A.4. CALCULO DA ACELERACAO NECESSARIA PARA PERCORRER A CURVA NULA FECF

onde usamos o facto de que se

.0 .0
_ 0 _
[J_U€O+u_t8t+¢8¢

e supondo

7= ()

L
(onde (a%) é ortogonal a 2) se tem que

O = —0tp

S U =iz —dgus+0(5)
— (i~ by + 8(55)

:>U0:t—¢gt¢
<:>f:u0+(l'5gt¢

A.4 Calculo da aceleracao necessaria para percorrer
a curva nula fechada

Vai ser agora calculada a aceleracao necessaria para percorrer a curva nula fechada:

du® D
K= (% —u0G~u)e0+ d—:l — (u*)*G — uu x H.
Para tal, comeca-se por calcular %:
Du , 1 o 0
dr V=1 sinhz'r’va%%
1 .
2 )
— I e;
" sinh? r #6©
com
1 0
u=-—-u—s—.
sinh? r 9¢
Calculando

<8g¢’ %> = (coshr — 1)(3 — coshr)

<§¢, %> = g1s = V2(coshr — 1)
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o vector unitario tangente é dado por

0 -1 0
@ — — % ((coshr — 1)(coshr — 3)) 2 g
U 90 ((coshr — 1)(coshr — 3)) <0 para <U, 8t> <0

e a energia por unidade de massa de repouso é dada por

N

:ﬂ(Mf

coshr — 3

donde u é

w = [uf = ((u0)2 B 1)% _ (Coshr+ 1)%.

E necessario ainda calcular beaﬁ' Para tal considera-se o lagrangeano

coshr — 3

1 .
L= 5(7“2 + sinh® 7 ¢?)

e pelas equagoes de Euler-Lagrange calculam-se os simbolos de Christoffel:

d /0L 0L . 12
E(E)_E_O < 7 —sinhr coshr ¢* =0
= F;¢ = —gsinhr coshr

d L L " i
E(%)_%:O & ¢+ 2cotanhr 7 =0
— Ff¢ - Fir = cotanh .

Assim

Du . ) %) coshr + 1
ar Vau u- cotannr o coshr — 3 cotan T‘a,r

A aceleracao K necessaria para percorrer a curva nula fechada é dada por

~

du® 0 Du 02 0
K—(E—U Gu>eo+g—(U)G—U,UXH

~

=— —wWuxH
dr v

visto G =0 e u® = u%(r).

Ou seja,
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coshr +1 0 (cosh®r — 1)z 0

————— cotanhr— +2——~

coshr—3CO an r@r + coshr —3 Or
—sinh27’+coshr+1g
sinhr(coshr —3) or’

K =

A.5 Calculo dos campos de Killing

Usando a métrica

2.\ 1 1
ds? = —(at — £ou;) +—da® + —dy?
y y y

define-se o co-referencial ortonormado

2
W' = dt — Zda
Yy
1
w!' = Zdzx
Y
1
w? = =dy.
Y

A base dual é formada pelos campos vectoriais

0
X, = 2
0 ot
o 9
X, = V22 4,2
L= Vigityg
9
X, = y=.
2 y@y

Pela primeira equagao estrutural de Cartan calculam-se as formas de conexao

1
0
w; = ————d
1 \/ﬁy Yy
1
0
w, = ——dzx
2 \/§y
1
W= ——at.

V2

Sabendo as formas de conexao é possivel calcular os simbolos de Christoffel, usando

a_ o,y
wB—F,Yﬁw

donde
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1
ry, = —7§

1
F(1]2 = ﬁ

1
P%o = -

SR
[\
I
|
RSl

:?:
I
S-Sl

Seja X campo de Killing da métrica em questao e X, a correspondente forma difer-
encial. Para tal X, tem de satifazer

VoXp+ Vi Xy =0 (A.3)
onde
VoXy = Vo X @ W’ = (0aXs — FgﬁXw)wo‘ ® w’
que escrita em coordenadas da origem as seguintes equacoes
(1 80X0 = O
(11 80X1 + 81X0 - \/§X1 - 0
(iii) 9o Xa + 0 X +Vv2X; =0

)
)
)
(iv) OX; — X =0
(v) Xy + X1+ X, =0
)

(Vi) 8,X5 =0
onde )
b=
81:\/§%+y%
a2_y8%.

Portanto vao-se resolver estas equacoes em ordem a X, X7 e Xs.
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(1) & Xo = f(x,y)
(vi) & Xy = g(t,x)

(’lZ’l) .S :—%@QXO—%&)XQ

= _%% (SL’,’y) - 12%g(t,l’)

S

logo

—
Loy
—~ .=
5
I
o O

K(z) = i(z)

i(r) = az+p
&4 Jl@) = v
k(z) = saz’+ Pz +6
Donde
1 11,
f(x,y)zayoﬁr’y—l—&(aax + fx +0)

e, portanto, conclui-se que

1- Xo = fay + 7+ 302 + B2 451

33
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o

B
= 5T + )
Assim, particularizando quatro vectores linearmente independentes («a, 3,7, 0) e tendo

i
s
|

em conta que

X% = ¢g®X, = —X(00 + X;01 + X,02

obtém-se os quatro campos de Killing

1

11

111

)

)
) 9
iv) :1:8% +y8%

V) —2V3 L+ (22— ) L + 2y

No entanto, visto que % é campo de Killing, v) pode ser substituido por (2% — yQ)a% +

Qxya%.
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