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Resumo

As equagoes de Einstein apenas descrevem localmente o espaco-tempo,
pelo que nao caracterizam a sua topologia, deixando em aberto varias pos-
sibilidades. Neste trabalho vamos comegar por fazer uma breve descri¢do
dos diferentes grupos de isometria admitidos no espago-tempo, dando
alguns exemplos de modelos cosmoldgicos. De seguida exploramos um
pouco o caso particular das classificagdes de Bianchi, onde admitimos que
o grupo de isometria é simplesmente transitivo em subvariedades de di-
mensao 3. Esta classificacao foi levada a cabo pelo matemético italiano
Luigi Bianchi num contexto puramente mateméatico com o objectivo de
classificar grupos e dlgebras de Lie. Contudo, tem uma aplicagdo directa
na classificacdo de modelos cosmolégicos. Por fim, vamos explorar uma
solucgao exacta do Tipo I destes modelos, conhecida como modelo de Kas-
ner. Iremos introduzir alguns conceitos matematicos necessérios para uma
melhor compreensao, mas nao apresentaremos os conceitos de variedade
e de célculo tensorial.
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1 Classificacao por grupos de isometria

O grande objectivo dos modelos cosmoldgicos é descrever como o espago-tempo,
My, evolui. Em 1915 Einstein descobriu as equagoes cujo as solugoes sao as
métricas possiveis que caracterizam a estrutura do universo e o modo como
objectos inerciais se movem no espago-tempo. Temos entao:

T

G+ Ag (1)

1

onde T' é o tensor de energia-momento que contém toda a informagao sobre a
matéria no universo; G é o tensor de gravidade de Einstein que contém o tensor
de curvatura de Ricci, Ric, a curvatura escalar, .S, e a métrica, g. Por fim, A é
a constante cosmolégica que descreve o valor da densidade de energia no vacuo.

Como a equagao (1) pode ser escrita na forma de um sistema de equagdes
diferenciais parciais, as solugoes sao apenas locais, nao permitindo uma des-
cricao da topologia do espaco-tempo. Podemos distinguir duas caracteristicas
do nosso universo: homogéneo (idéntico quando observado em qualquer ponto
do universo) e isotrépico (igual em todas as direcgdes). Observagdes experi-
mentais levam a concluir que, devido a radiagao césmica de fundo, o espago é
isotrépico na zona do Planeta Terra e, aplicando o principio Copernicano de
que a Terra nao se encontra numa zona especial do universo, podemos assumir
que este é de facto isotrépico.

Com isso concluimos que existe uma métrica em My = Ry x ¥ dada por

1
g = —dt ®dt + a*(t) <1_Wdr @ dr + r?df @ df + r*sin® 0d¢ @ qu) (3)

onde k£ = 1,0, —1 consoante a curvatura é negativa, zero ou positiva. Isto
corresponde aos espacos ¥ = S? R3 e H? respectivamente. Estes modelos
sao os modelos de cosmologia de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW). Também sdo um exemplos de solugdes exactas das equagdes de Eins-
tein.

Contudo, existem geometrias que nao sao homeomorfas a nenhuma das trés
geometrias anunciadas. E o caso de S? x R que admite uma métrica ani-
sotrépica mas ainda homogénea. Isto significa que os espagos a trés dimensoes
com curvatura constante sdo um caso particular dos espagos homogéneos [3].

Com o objecivo de classificar e compreender melhor os diversos espacos
homogéneos e a actuacdo do grupo de isometria (transformacgoes que dei-
xam a métrica invariante) sobre o espago, apresentamos algumas definigbes ma-
temdticas, comecando por esclarecer o que significa a actuacdo de um grupo
num conjunto.

Definigao 1. Um grupo G actua num conjunto M se existe homomorfismo ¢
do grupo G para as fungoes bijectivas de M para M, i.e,

¢(9)(p) = Alg.p)
onde A: G x M — M satisfaz:



e se e é aidentidade de G, entio A(e,p) =p, Vp e M;
e se h,g € G, entio A(h, A(g,p)) = A(hg,p), Vp € M.

Dizemos que o grupo actua transitivamente em M se

Ve,ye M JgeG: g(z) =y,
onde g(z) = ¢(g)(x).
Definicao 2. Chamamos a O, ={y € M : g(x) =y, g € G} a drbita de x e a
I, ={g€G: g(x) =z} o grupo de isotropia de x.

Note-se que quando O, = M, o grupo actua transitivamente em M. O
seguinte resultado relaciona a dimensao do grupo G com a dimensao da Orbita
e do grupo de isotropia de x:

Teorema 1.1. Se G é um grupo de Lie e M é uma variedade entdo
dim(G) = dim(Oy) + dim(Iy)

Deste teorema surgem duas maneiras de caracterizar a ac¢ao do grupo no
conjunto.

Definigao 3.
Se dim(G) = dim(Oy) dizemos que G é simplesmente transitivo em O,.

Se dim(G) > dim(0,) dizemos que G é multiplamente transitivo.

Note-se que se G é transitivo entao dim(G) > dim(M), limitando assim
inferiormente a dimensao de G. Para além disso, se tivermos que G é simples-
mente transitivo temos que existe apenas uma transformagdo g € G tal que
g(x) =y, Vo € M e nesse caso dim(G) = dim(M). Quando dim(G) > dim(M)
existe um grupo de isotropia I, tal que dim(I;) = s = dim(G) — dim(M)

O seguinte resultado permite limitar superiormente a dimensao do grupo de
isometria:

Teorema 1.2. Seja M uma variedade pseudo-Riemanniana de dimensao n. A
dimensao do seu grupo de isometria G tem de satisfazer a sequinte desigualdade:

n(n+1)
2

Como estamos interessados no estudo de My, temos que n = 4 e por isso o
seu grupo de isometrias satisfaz:

dim(G) <

dim(G) < 10
Seguindo a andlise feita em [3] temos as seguintes hipéteses:
1. dim(G) = 10, os modelos nao sao fisicamente realista;

2. 6 < dim(G) < 10, G é necessariamente transitivo em M, mas nédo é
fisicamente realista devido as altas dimensGes associadas. Estes grupos
foram classificados por Petrov [8].



3. dim(G) < 6, os modelos s@o fisicamente realistas e neste caso G pode
actuar transitivamente em todo o M, ou em subvariedades:

(a) Se G é simplesmente transitivo em todo o My entéo dim(G) = 4
e a variedade é homogénea em todo o espago-tempo.
Temos como exemplos o universo estatico de Einstein, o universo
de de Sitter (curvatura positiva) e o universo de anti-de Sitter (cur-
vatura negativa). Contudo, estes modelos ndo vao de encontro as
observagoes experimentais pois nao admitem uma expansao do uni-
verso devido a métrica espacial nao evoluir no tempo.

(b) Se G tem um subgrupo transitivo apenas no espaco, o espago-
tempo é chamado espacialmente homogéneo e neste caso:

i. Se dim(G) = 6, G decompoe-se num grupo simplesmente tran-
sitivo de dimensao 3 no espaco e num grupo de isotropia de
dimensao 3.

Exemplo: os modelos de universo de Freidmann-Lemitre que
sao espacialmente homogéneos e isotrépicos

ii. Se dim(G) =4, G é multiplamente transitivo em subespacos tri-
dimensionais. Estes modelos foram considerados por Kantowski
e Sachs.

ili. Se dim(G) =3 e G é simplesmente transitivo em subespagos de
dimensao 3 chegamos a classificagao de Bianchi.

Na préxima seccgdo vamos ver, de uma forma resumida, como é feita a
classificagao de Bianchi. Primeiro faremos algumas consideragoes sobre grupos
e algebras de Lie.

2 Classificacao de Bianchi

Definicao 4. Um grupo de Lie G é uma variedade suave que ao mesmo tempo
€ um grupo e tal que as operagoes de grupo:
GxG — G G — G
(9,h) = gh g = g

sao fungoes diferencidveis.

Temos como exemplo de grupos de Lie os grupos de isometria transitivos em
espaco tridimensionais.

A classificacdo das cosmologias de Bianchi baseia-se na classificacao das

algebras de Lie destes grupos de Lie. Vejamos entdo a defini¢ao de algebras
de Lie:

Definicao 5. Uma dlgebra de Lie € um espaco vectorial g sobre algum corpo
K com uma operagao bindria [-,-] : g X g — g chamada parénteses de Lie que
satisfaz as sequintes propriedades:
e Bilinearidade:
[aX +0Y,Z) =a[X,Z]+b]Y, Z], [Z,aX +bY]|=a[Z, X]+b]Z,Y],
paraVa,beK eVX)Y, Z €g



o Anti-simétrico:
[Xa Y] = _[}/’XL VX,Y €g
o Identidade de Jacobi:
(X, [V, Z]| + [Z, [ X, Y]] + [\, [Z,X]] =0, VX,Y,Z € g

Sabemos que quando a algebra de Lie g tem dimensao finita o seu parénteses
de Lie é determinado por umas constantes de estrutura C’; ;, em relacdo a uma
base apropriada X; de g. Por isso, descrever uma &lgebra de Lie equivale a
descrever estas constantes. Neste caso temos entao,

X, X2l = Cly X,
Notemos que estamos a usar a convengao de Einstein. Ou seja, omite-se os

somatorios dos indices repetidos. Sem a convencgao a expressao anterior escrever-
se-ia:

X, Xn] = 3l X
=1

com dim(g) = n.
O seguinte resultado é-nos bastante util, permitindo relacionar os grupos de
Lie com as suas algebras de Lie:

Teorema 2.1 (Terceiro Teorema de Lie). Seja g uma dlgebra de Lie de di-
mensao finita. Entdo existe um sé grupo de Lie simplesmente conexo G com
dlgebra de Lie g. Se um grupo de Lie H tem como dlgebra de Lie g, existe um
Unico homomorfismo de grupo de Lie m : G — H que € um revestimento e H €
difeomorfo a G /ker(r).

Como as equacgoes de Einstein apenas dizem respeito ao comportamento
local da solugao, o estudo dos diferentes grupos de Lie reduz-se ao estudo das
algebras de Lie. Para isso apenas precisamos de saber as constantes de estrutura
e a forma como estas variam com uma mudanca de base.

Para tal, podemos olhar para o parénteses de Lie como um tensor-(2,1) com
as restricoes que vém da sua definicao. Ou seja, as componentes do tensor
satisfazem as seguintes propriedades:

G708k + C5 O + OO, 0 @
Jl:h = *C}LJ )

Com estas propriedades e definindo em g o vector covariante a

a; = Cj i (6)
e o 2-tensor @ dado por

1 . ‘ ,
5 €O — Ghar) (7)

ij._
Q=3

onde €"* ¢é o 3-tensor canénico totalmente anti-simétrico e 6% o simbolo de
Kronecker, chegamos a um resultado que permite decompor as constantes de
estrutura em fungao de a e @, a chave para classificagao de Bianchi.



Lema 1.
1. @ € um 2-tensor simétrico;

2. @ e a satisfazem

Q"7a; =0
8. As constantes de estrutura sao dadas por

. S ,
J i J
Clm = EilmQ J + 5(51 Ay, — 5371(1[)

Temos entao que a matriz () e o vector a sao praticamente livres, com a
unica condi¢ao de que o vector a estd no nicleo de ). Com isto reduzimos a
classificagao das dlgebras de Lie a construgao das possiveis matrizes e vectores
que compoem as constantes de estrutura.

Contudo, como os C’fj dependem da base utilizada, é possivel obter varias
matrizes M e vectores a diferentes que representam a mesma algebra. Por isso,
utilizando a propriedade 1 do Lema 1, podemos escolher uma base apropriada tal
que M é uma matriz diagonal apenas composta por 1,0 ou —1. A classificagao
de Bianchi é feita em relacao a caracteristica e assinatura da matriz M:

Classe de Grupo | Tipo de Grupo | Assinatura | Caracteristica
1 (0,0,0) 0
11 (+,0,0 1
. Vi 0,+,-) 2
Aa=0) VI, 0+ +) 2
VIIT (= 4, +) 3
IX (+,+,+) 3
% (0,0,0) 0
v (0,0,+) 1
B(a70) VI, 0, +,-) 2
VII, (0,4, +) 2

Tabela 1: Classificagao das Cosmologias de Bianchi em dez grupos

Sabemos ([1], pag 40) que existe uma correspondéncia entre a dlgebra de Lie
e o campo de vectores invariantes a esquerda, i.e existe um isomorfismo

XL(G) =g

Através da seguinte definicdo e proposicdo podemos apresentar o tipo de
métricas possiveis numa algebra de Lie.

Definicao 6. A métrica g num grupo de Lie G € invariante a esquerda se

Lyg=g, VYheG

onde Ly, € a translacgcdo a esquerda e Lj € o pull-back.



Proposicao 2.1. Uma métrica g = (-,-) num grupo de Lie G € invariante d
esquerda se e $O se

(v,w)p, = (DLp-1v, DLp-1w)e, Vv,we T,G,VheG

Pela proposi¢ao concluimos que quaisquer vectores em Xy (G) tém entre si
produto interno constante ao longo do grupo com uma métrica invariante a
esquerda. Por isso, escolhendo uma base em X, (G), a métrica no espago-tempo
pode ser escrita na forma:

g=—dt* + gij(t)wi ® w’ (8)

Notemos que os coeficientes da métrica dos modelos de FLRW apresentados
em (3) apenas dependem do tempo nas coordenadas espaciais. Por isso, temos
que para variedades Riemannianas que sao grupos de Lie com métricas inva-
riantes a esquerda, os modelos de FLRW sao os tnicos exemplos de métricas
homogéneas e isotrépicas. Neste caso quando k =0 (My = R, x R3) o modelo
admite um grupo simplesmente transitivo de Tipo I, para k = 1 (M, = Ry xS?)
admite um do Tipo IX e se k = —1 (M = R, x H3) o modelo é invariante pelo
grupo do Tipo V ([3]).

3 Modelos de Kasner

Concluimos anteriormente que os universos de Bianchi descrevem modelos cos-
molégicos homogéneos mas nao necessariamente isotrépicos. Classificadas as
possiveis algebras de Lie, vamos ver um exemplo de modelo do universo ho-
mogéneo e nao isotrépico de classe A e Tipo I: modelos de Kasner. Foi desco-
berto por Kasner em 1925 mas bastante estudado e desenvolvido como modelo
cosmolégico por Lemaitre em 1933.

Este modelo, para além de também ser uma solucao exacta, ¢ uma genera-
lizagdo dos modelos de FLRW. Isto porque neste caso tomamos fungoes a;(t)
diferentes para cada i = 1,2,3 e que apenas dependem do tempo. A titulo de
curiosidade, nos modelos de FLRW a fungao a(t) determina o raio do universo.

Apesar do comportamento do modelo nao estar de acordo com as observagoes
experimentais no presente estado do universo, tem interesse compreendé-lo para
entender melhor o espaco-tempo perto da singularidade inicial.

Para este caso tomamos como grupo de isometria G o grupo abeliano R3,
onde as constantes de estrutura sao nulas, i.e ij = 0. Recorrendo a seguinte
relagao ([2], pag 39):

1 4 .
dw® = —§ijwZ A w?
concluimos que dw* = 0, pelo que podemos escolher w* = dz*, visto que

d(dz*) = 0.

Temos entao uma métrica da forma:

g = —dt* + a;(t)* dz’ @ da’

e definida em K := R, x R3.
Recordemos a equagao de Einstein (1):



G+Ag=T
onde G = Ric — %Sg.

Como pretendemos analisar o caso no vacuo, o tensor de energia-momento
T e a constante cosmoldgica A sao zero. Pelo que apenas ficamos com

G =0 9)
Definindo um referencial ortonormado

5 7] 1 1 0
en = = — ei = —0; = — -
0 T ot a; a; Ox*

temos o seguinte lema de [6]:

Lema 2.
G(ea;ep) =0 Va,B <= Ricleq,e5) =0 Ya,B

Baseando-nos no facto que os tinicos parénteses de Lie e as tinicas compo-
nentes da conexao de Levi-Civita nao nulas sdo

a; a;
[607ei] = - [ei760] = —
[£73 Qa;
a; a;
Ve.;e(] = —€ Veiei = —¢€o
a; a;

e apo6s alguma manipulacao algébrica podemos concluir que:

Ric(eg,e;) = 0

Ric(eie;) = 0
et = (%) +0(%)) m
Ric(ei,e;) = at(Zi)+Zie (11)

paumi;éjE{l,2,3}e0:ﬂ

a; :
Por fim, recorrendo ao Lema 2 e & expressdo (11) podemos concluir que

o, (“) +0% =0 (12)
a; a;

. . s ~ 3
Para simplicar escrevemos 0; = ¢ e temos entdo 6 = » 7, 6;. Reescrevendo
; =
(12),

01(0:) + 60, = 0 (13)

Note-se que (12) e (13) nao estao escritas pela convencdo de Einstein. Com
o objectivo de tornar as coisas mais claras vamos explicitar o somatério na
proxima expressao:



3

0 = Y 0:(6:)+00;

=1
3 3
= @(Z&)wZ(ei)
i=1 i=1
= 0+06°

Como 0 = 6(t), podemos concluir que

o(t) = —0%(1)
= - 092(8) =1
= (ﬁ) =1
= o = _lto

Temos por isso que 6(t) tem solugdo para t €]tg, o0[ e tg € R. Seguindo o
raciocinio de [6], concluimos que ¢, pode tomar qualquer valor real se for feita
uma devida translagao da coordenada do tempo. O ponto ¢y vai ser considerado
o instante em que o espago-tempo passou a existir (Big Bang). Para efeitos de
simplicidade definimos ty = 0.

Com o objectivo de calcular as fungdes a;(t) vamos determinar primeiro as
fungoes 0;(t):

Proposigao 3.1. Seja 0(t) = 1, V¢t € Ry e 0(t,) > 0 para algum t, € Ry.
Entao,

Por inspeccao vemos que temos como solucao

Di

0;(t) = —
(="
onde 6;(t) estd também definido em ]0, co[. Para além disso temos,

3
D _pi
i=1

3 3

%:9@):2@(0:2%:

i=1 i=1

o~ | =

obtendo por fim Zle p; = 1.

Temos o resultado que permite calcular as fungoes a;(t):



Proposicao 3.2. Seja 6(t) = 1, Vt € Ry e 0(t,) > 0. Temos entdo a solugdo

ai(t):Cit’“, Vte](),oo[
onde C; € Ry

Demonstragao. Usando a defini¢do de 6;(t) e o lema anterior concluimos que

i a; (T
au(t) — P g
t
tendo como solugao
Q; (t) = Cz P
Assumindo que 0(t,) = = > 0 e que a;(t,) = C;t2 > 0, concluimos que as
constantes C; sdo todas positivas. O

Chegamos entdo a seguinte métrica:

g = —dt* + C? t*idx’ @ da’
Reescalando as coordenadas de forma conveniente podemos obter ainda
(Cl = 1)’
g = —dt? + t?Pidz’ @ dz'

E ainda possivel provar que

> pi=1 (14)

o que restringe mais a liberdade de escolha dos p;. Isto vem do facto de se
verificar Ric(eg, eg) = 0 quando 6(t) = 1 ([6], pag 12).

Concluimos assim que a equagao de Einstein no védcuo é satisfeita, i.e G =0
([6], Teorema 20).

Temos por fim a definicao da classe das métricas de Kasner:

Definicao 7. O conjunto das métricas da forma
g = —dt? + t*Pida’ @ dx’
na variedade K = R, x R® com p; a satisfazerem:

3

3
dom=1 Y pi=1
i=1

é chamada a classe das métricas de Kasner
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4 Conclusao

Como vimos, o conjunto dos modelos cosmolégicos homogéneos é bastante vasto.
Em grande medida devido a natureza local das equagoes de Einstein como re-
ferido anteriormente. Embora as observacoes experimentais apontem para a
existéncia de um universo isotrépico, existem mais opgoes de universos tedricos
nao isotrépicos. No caso particular da classificacdo de Bianchi, apenas podemos
contar trés modelos do universo com curvatura constante. Apesar disso mantém-
se o interesse pelo estudo de modelos nao isotrépicos de um ponto de vista
matematico e geométrico. Contudo estes modelos podem-nos dar informacgoes
cruciais para compreendermos a evolucao do universo nos seus primérdios, perto
da singularidade inicial (¢ = 0). Para além disso, este estudo também se revela
frutifero no contexto da Teoria da Unificacdo, onde s@o necessarias dimensoes
extra do espago tempo (como utilizado na Teoria da Cordas) o que leva a que a
geometria do espaco seja invariavelmente anisotropica de modo a ser compativel
com a expansao das trés dimensoes espaciais [7].
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