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Resumo

A Teoria da Relatividade Geral € uma das construgées mais elegantes e fundamentais da fisica mo-
derna, mas o seu acesso continua a ser dificil para estudantes em inicio de percurso. A literatura
existente em portugués é escassa e, muitas vezes, a apresentacao tradicional assume conceitos com-
plexos sem motivagéo clara, criando obstaculos adicionais a aprendizagem.

Esta tese propde e analisa uma nova abordagem didatica a Relatividade, concebida para guiar
o leitor de forma progressiva e légica através dos conceitos fundamentais. A proposta estrutura-se
como uma narrativa sequencial, onde cada resultado é derivado a partir de motivagdes intuitivas e
experiéncias mentais, evitando saltos de raciocinio. O texto é auto-suficiente, inclui provas detalhadas,
exemplos resolvidos e desafios intermédios, de modo a permitir que cada estudante adapte a leitura ao
seu ritmo.

Embora nao apresente a totalidade da abordagem final, esta tese reline uma versdo condensada e
otimizada, destacando os pontos em que difere da literatura tradicional: derivagao original de resulta-
dos, novas motivagoes para conceitos estabelecidos e integracdo pedagdgica entre rigor matematico e
intuicdo geométrica. O objetivo é contribuir para a construgdo de um caminho de aprendizagem mais
acessivel, estruturado e envolvente, que possa servir de base futura para a publicagdo de um livro

didatico em portugués e também em inglés.
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Abstract

General Relativity is one of the most elegant and fundamental frameworks in modern physics, yet it re-
mains difficult to access for students at the beginning of their studies. Existing literature in Portuguese is
scarce and, in many cases, traditional presentations assume complex concepts without clear motivation,
creating additional barriers to learning.

This thesis proposes and analyzes a new didactic approach to Relativity, designed to guide the
reader progressively and logically through its fundamental concepts. The approach is structured as a
sequential narrative, where each result is derived from intuitive motivations and thought experiments,
avoiding leaps in reasoning. The text is self-contained, includes detailed proofs, solved examples, and
intermediate challenges, allowing each student to adapt the reading process to their own pace.

Although it does not present the complete version of the final approach, this thesis gathers a conden-
sed and optimized structure, emphasizing the points where it differs from traditional literature: original
derivations of results, new motivations for established concepts, and a pedagogical integration between
mathematical rigor and geometric intuition. The goal is to contribute to the construction of a more ac-
cessible, structured, and engaging learning path, which may serve as the basis for the future publication

of a didactic book in both Portuguese and English.
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Sempre vi a Teoria da Relatividade, como tantas outras areas da fisica e matematica, como uma
cidade futurista no meio do deserto — imaginemos o Dubai. E de acesso dificil, mas maravilhosa
guando l4 se chega: cheia de oportunidades, inovacdo e pessoas talentosas a desenvolver projetos
inspiradores.

Muitos, fascinados pelo potencial, concentram-se em expandir a cidade com novas técnicas e pro-
jetos ambiciosos. No entanto, enquanto a cidade cresce, 0s acessos continuam precéarios. O deserto
afasta muita gente; apenas os mais resilientes conseguem chegar. Essa foi a minha experiéncia: um
percurso penoso e frustrante.

Acredito que o verdadeiro salto vird ndo sé da inovacao dentro da cidade, mas também de investir
nos caminhos até la. Criar estradas melhores permitird que mais pessoas com potencial consigam

chegar, em vez de deixar que cada um se perca sozinho no deserto.

(a) Situacgao Inicial (b) Situacao Ideal

Figura 1: llustragcdo da Cidade Futurista

Decidi, entdo, desenvolver “Uma Abordagem Progressiva a Teoria da Relatividade Geral”, uma pro-
posta que procura atacar este problema. N&o se trata de uma solugdo completa, mas de uma tentativa
de melhorar o acesso a este conhecimento, mais uma pedra no caminho.

Esta abordagem constitui 0 objeto de estudo desta tese. A tese ndo apresenta a abordagem na sua
totalidade, mas sim uma exposicéo e analise dela.

Neste capitulo, serdo introduzidos todos os aspetos relevantes para a compreenséo da tese. Iremos
explorar a origem da ideia, os objetivos da abordagem e da tese, e a estrutura adotada para tentar
concretizar esses objetivos.

A minha intencéo é, se tudo correr bem, publicar futuramente um livro que apresente a abordagem
integral num formato apelativo, em portugués e também em inglés. A ideia nal é criar algo que eu

préprio gostaria de ter lido no inicio desta jornada.



0.1 Motivacéo

Desde cedo, sempre fui fascinado pelo processo de aprender, pela sensacéo Unica e recompensadora
de dominar o complexo e torna-lo familiar. Essa paixdo por desvendar o enigmatico tem sido uma
constante no meu percurso académico. Gosto de abordar a fisica e a matematica como se estivesse a
resolver um problema, onde cada passo l6gico puxa o0 seguinte, criando uma narrativa coesa que me
guia como num passeio. Para mim, o ideal é sentir que estou a descobrir a matéria por mim mesmo,
respondendo as perguntas certas e construindo, peca por peca, uma estrutura que resolve o desa o a
minha frente. E como se, ao nal, eu pudesse olhar para esse conhecimento como uma criacio minha,
algo que conheco profundamente e pelo qual sinto até um certo apego, carregado das memoarias e das
ferramentas que fui reunindo pelo caminho.

No entanto, ao entrar na faculdade, percebi uma desconexéo entre essa forma de aprender — guiada,
l6gica e pessoal — e a maneira como muitos topicos, apesar de fascinantes e relevantes, me eram
apresentados. Isso tornou-se especialmente evidente quando estudei relatividade pela primeira vez. O
gue me diziam ser uma teoria clara, l6gica e fundamentada em poucos principios aparecia, na pratica,
confuso, desconexo e pouco motivado, onde conceitos nada triviais eram assumidos ou mal explicados.
Essa frustracéo acendeu em mim o desejo de fazer diferente.

Nasceu dai a motivagdo para criar um recurso que respeite o processo de aprendizagem: uma
nova abordagem no ensino da teoria, que leve o leitor por uma jornada acessivel e estruturada pelos

conceitos fundamentais da Relatividade Geral.

0.2 Objetivo

Os principais objetivos desta abordagem séo criar um texto:

« Em portugués , a minha lingua materna, permitindo um desenvolvimento otimizado da abordagem

e preenchendo uma lacuna existente na literatura portuguesa nesta area.

 Para alunos universitarios , com os conhecimentos minimos de calculo exigidos a nivel universi-

tario (derivadas, integrais, etc.).
« Completo , equivalente a uma cadeira universitaria de Relatividade e Cosmologia.

« Auto-su ciente , de forma a ser contido, mantendo a estrutura narrativa que considero fulcral.
Idealmente, desde que o leitor possua os conhecimentos pré-requisitos, o texto seria sequencial

e autocontido.

« Bem motivado e légico , partindo de premissas intuitivas e explorando as suas consequéncias
de forma encadeada. O objetivo é ser honesto com o leitor, assumindo apenas ferramentas que

facam sentido e que ndo parecam forcadas.



» Exaustivo , incluindo todos os passos e provas. Estes sdo apresentados de forma clara e bem
delimitada, permitindo que o leitor interessado os siga detalhadamente, enquanto quem preferir

pode salta-los sem perder a coeréncia do texto.

« Complementado com exemplos resolvidos e pequenos desa 0s , que ajudam a consolidar e a

compreender as nuances dos tépicos abordados.
O objetivo nal é facilitar a aprendizagem, tornando-a mais envolvente e e caz.

No contexto desta tese, o principal objetivo sera expor e analisar esta nova abordagem. O foco
esta em destacar os pontos em que a abordagem difere da literatura tradicional: manter um o nar-
rativo coerente, experiéncias mentais originais, novas derivagdes, reformular contelildos com base em
motivagfes inéditas e, onde a literatura tradicional acerta, criar compilagdes fruto de uma selecao cui-
dadosa, escolhendo sempre o melhor passo ao longo do caminho. Livros usados como referéncia da
literatura tradicional [1] [2] [3] [4] [5] e como inspirag&o [6].

Para além da componente técnica, uma grande parte da abordagem é a forma como esta infor-
magcdo € apresentada: escolhas de notacdes, design, criagcdo de imagens e ilustracdes, e formatacéo
do texto para uma leitura facil e intuitiva. A ideia é que a parte técnica mostra o caminho mais e caz
para aceder ao conhecimento, enquanto a apresentacao e estética constroem a infraestrutura desse

percurso, permitindo que seja percorrido de forma confortavel e orientada.

0.3 Estrutura da Tese

A abordagem foi pensada para guiar o leitor de forma natural e légica através dos conceitos fundamen-
tais da Relatividade. Cada seccdo tem um propdsito claro, funcionando como um pequeno passo a ser
superado com as ferramentas adquiridas até aquele ponto.

A abordagem é concretamente estruturada da seguinte forma:

0. Introdugdo da Abordagem: Explicacdo da estrutura da abordagem, estratégias para transmitir

informac&o, motivacéo, objetivos e mensagem ao leitor.

1. Introducéo a Teoria da Relatividade:  Contexto histérico da Relatividade (de onde surgiu a ne-

cessidade de uma nova teoria?) e apresentacdo dos postulados fundamentais.

2. Relatividade Restrita: Através de experiéncias mentais, exploram-se algumas consequéncias
dos postulados, como a dilatagdo do tempo e a contracéo do espago. Derivacdo das Transforma-

cbes de Lorentz e da equivaléncia massa-energia (E = mc?).

3. Para Além da Relatividade Restrita:  Aborda-se o Principio de Equivaléncia e a incompatibilidade
fundamental entre a Relatividade Restrita e a introducdo da gravidade na teoria. Esta tensao
motiva a necessidade de um novo conceito — o de curvatura — cuja exploracdo sera o passo

seguinte.



4. Ferramentas Matematicas Necessarias:  Conceitos essenciais para a compreensao da relati-
vidade geral, como calculo tensorial e geometria diferencial, apresentados de forma acessivel e

com exemplos praticos.

5. Relatividade Geral: Introdu¢éo ao Principio da Equivaléncia e a ideia de gravidade como curva-
tura do espaco-tempo. Deducao das equacdes de Einstein e analise de solu¢es simples, como
a métrica de Schwarzschild. Aplicagbes concretas, como Orbitas planetéarias, desvio gravitacional

da luz e expanséo do universo.

? Exercicios e Desaos: Ao longo de cada seccao, serdo apresentados pequenos exercicios e
desa os progressivos, permitindo ao leitor aplicar as ferramentas aprendidas. O objetivo é que

sinta que esta a descobrir 0 proximo passo por si proprio.

A. Apéndices: Relnem tépicos necessarios mas possivelmente redundantes para alguns leitores.

Incluem recursos adicionais como notacao, glosséario, convencdes e formulas importantes.

Devido a limitagbes de espago, esta tese ndo apresenta a abordagem na sua totalidade. Muitas
seccgdes surgem de forma condensada, representando uma versao otimizada e ndo uma transcricao
literal da abordagem original.

Alguns contetdos repetidos ao longo das sec¢des — generalizagdes para 4D, limites classicos,
curiosidades, etc. — seréo ilustrados apenas quando necessario. Nos restantes casos, surgira apenas
otituloa 6 vermelho, assinalando a posi¢cao do contetdo, mas mantendo-o oculto.

De forma semelhante, sec¢des que ndo apresentam material original — incluindo exercicios cujo
valor é sobretudo pedagégico — e que seguem a abordagem tradicional surgem também 6 ocultas,
permitindo rentabilizar espago sem comprometer o uxo da tese.

Para além disto, 0 documento mantém uma estrutura proxima da abordagem tradicional, mas incor-

pora caixas de comentarios, como a seguinte:

Comentario do Autor

Estas caixas contém comentarios sobre a abordagem: motivagdo de escolhas, intencdes
futuras, desa os encontrados, e andlises sobre divergéncias entre a abordagem e a literatura
tradicional. S8o exclusivas desta tese.

Nos capitulos seguintes, como o objeto em estudo é o préprio texto em si, onde a apresentacao

estética é relevante para a transmissao da informagéo, permiti maior liberdade na sua formatagéo.
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No nal do século XIX, a fisica classica era vista como uma ciéncia quase perfeita, plenamente
amadurecida. As leis de Newton explicavam tudo, desde a queda de uma macé até as o6rbitas dos
planetas. Ja James Clerk Maxwell havia uni cado eletricidade e magnetismo em equacdes elegantes,
revelando que a luz era uma onda eletromagnética [7]. Muitos especialistas estavam tdo con antes que
desencorajavam os alunos de seguir esta area, a rmando que nada de essencial faltava por descobrir
e que apenas restavam medicBes mais precisas para re nar os valores das constantes fisicas [8].

Hoje sabemos o qudo enganados estavamos: 0 universo ainda nos reserva inUmeros mistérios e
estamos longe de uma compreenséo absoluta do que nos rodeia.

Entéo, o que levou esta fortaleza aparentemente inabalavel da fisica teérica a ruir? De onde surgiu a
maior revolucéo da fisica de que ha registo, com areas inteiramente novas a emergir, Como a mecanica
guéantica e a relatividade geral — foco desta obra?

Neste capitulo, exploramos as ssuras nas teorias classicas que levaram ao colapso. Veremos as
experiéncias cruciais e as ideias que forcaram postulados revolucionarios, moldando a fisica moderna

— especialmente a relatividade geral.

Comentario do Autor

Esta parte introdutéria segue de perto a literatura tradicional, priorizando um o narrativo
coeso que conecta as ideias e aborda todos os tépicos essenciais de uma introducéo a teoria.
A estrutura comega com o panorama inicial (como descrito acima), explora as razdes para a
mudanca de paradigma e prossegue com uma légica sequencial para os passos seguintes.

Por m, apresenta-se os postulados fundamentais, devidamente justi cados e contextualiza-
dos quanto a sua origem e motivacao.

1.1 O Inicio de uma Nova Era

As equagbes de Maxwell, que descreviam o eletromagnetismo de forma tdo elegante, revelavam que
a luz no vacuo se propagava com velocidade de valor constante (que designamos por c), que hoje
sabemos ser aproximadamente 300000quildmetros por segundo: ¢ 300000km/s.! Tal resultado

levantava duas questdes intrigantes sobre a natureza da luz:

I Emrelacdo a qué é que essa velocidade era medida?
Toda velocidade é€ relativa a um referencial de observagdo. Um comboio parece imével se estiver-
mos dentro dele, mas desloca-se a 100km/h visto da estagao. Nas equacdes de Maxwell, porém,

c surgia sem especi car o referencial — seria em relagdo ao meio de propagacao?

I Se aluz era uma onda em que meio viajava?

Na fisica classica, a velocidade de uma onda, como o som no ar, era medida usando como

Lvalor aproximado; medigdes precisas, como as de Michelson em 1879, indicavam cerca de 299 792 km/s.



referéncia o meio onde propagava. No entanto a luz, ao contrario do som, conseguia atravessar
0 Vacuo — como na sua viagem do Sol a Terra — sem precisar de um meio aparente. Entéo, onde

estaria este “meio” da luz?

Para resolver este mistério, os fisicos propuseram a existéncia de um éter luminifero, um meio
invisivel que preencheria o universo e serviria de suporte para a propagacado da luz. Mas existiria
mesmo este éter? Seria possivel medir a que velocidade a Terra se deslocava através dele?

A ideia era que a Terra, ao mover-se pelo éter, sentiria um “vento de éter” que alteraria a velocidade
da luz, assim como o vento afeta 0 som, ou a corrente na agua afetas as ondula¢es que criamos.

Em 1887, dois cientistas americanos decidiram desenvolver uma experiéncia que com objetivo de
detetar e medir este “vento de éter”. Mas o que acabaram por descobrir mudou para sempre a nossa

visdo do universo.

1.1.1 A Experiéncia de Michelson e Morley: A Invariancia da Velocidade da Luz

Em 1887, Albert Michelson e Edward Morley tentaram resolver o enigma do éter luminifero — o suposto
meio invisivel que conduziria a luz pelo universo — com uma experiéncia que marcaria a histéria da
fisica.

Construiram um interferémetro, um aparelho que divide um feixe de luz em dois percursos perpen-
diculares, como mostrado na Figura 1.1a. Cada feixe viaja até um espelho, re ete e volta ao ponto
inicial (Figura 1.1b), recombinando-se para formar um padréo de interferéncia — como ondulagdes que

se cruzam num lago quando duas pedras caem [9].

(a) Parte da luz é re etida e parte é transmitida. (b) Ao voltarem dos espelhos recombinam-se.

Figura 1.1: Esquema de um interferometro.



Curiosidade : O que é um “padrao de interferéncia”?

James Clerk Maxwell, nos anos 1860, mostrou que a luz € uma onda eletromagnética — uma
oscilacdo dos campos elétricos e magnéticos que se propaga pelo espaco.

Quando dois feixes de luz se encontram, as suas ondas “somam-se” como ondula¢des na agua:
se as cristas se alinham, a luz ca mais intensa (interferéncia construtiva); se uma crista encontra
um vale, a luz pode até se anular (interferéncia destrutiva). O padrao de interferéncia, com franjas
claras e escuras, revela como as ondas estavam alinhadas ao se recombinarem.

Comentario do Autor

Para tornar o texto auto-contido, a abordagem inclui varias caixas de curiosidades como esta,
que servem para complementar a narrativa e fornecer ao leitor as ferramentas necessarias para
compreender pontos-chave da teoria da Relatividade.

Por limitac6es de formato da tese, estas caixas serdo maioritariamente omitidas, sendo apre-
sentadas apenas pontualmente, a titulo ilustrativo do que faria parte de uma verséo nal.

A ideia era simples, mas genial: se a Terra se movesse através do éter, o “vento de éter” criado pelo
seu movimento deveria afetar a velocidade da luz, que variaria em funcéo da direcdo do aparelho (se
estava mais a favor do “vento” ou mais contra), causando diferencas nos tempos de viagem dos dois
feixes e criando diferentes padrdes de interferéncia para cada direcdo. Essas mudancas no padrao
indicariam que a velocidade da luz depende da direcdo medida.

O resultado foi surpreendente: independentemente da diregcao, da hora do dia ou da época do ano,
o padrao de interferéncia permaneceu idéntico. Nao havia qualquer sinal do “vento de éter”! Poderia
a Terra estar em repouso no éter? Essa ideia foi descartada, pois implicaria que a Terra seria 0 Unico
corpo celeste privilegiado, parado num universo em movimento, algo incompativel com tudo o que
sabemos sobre 0 cosmos.

A concluséo era clara: os feixes de luz percorreram sempre os dois caminhos a mesma veloci-
dade. Isso signi cava que a velocidade da luz no vacuo, ¢ 300 00Ckm/s, era sempre a mesma, nao
importando a direcdo nem o movimento do observador. Este fendmeno, chamado Invariancia da Velo-
cidade da Luz , mostrava que a luz, ao contrario do som, ndo precisava de um meio e con rmava que
as equacdes de eletromagnetismo de Maxwell [10] eram validas em qualquer referencial inercial.

Este resultado virou a fisica classica de cabeca para baixo. Se a luz tem a mesma velocidade
para todos, como conciliar isso com a nossa intuicdo de que velocidades se somam, como Galileu nos

ensinou?

1.2 O Problema da Soma de Velocidades

O facto de qualquer referencial medir o mesmo valor para a velocidade da luz, independentemente da
velocidade do observador, era incompativel com o modelo predominante na época: a Relatividade de

Galileu .



1.2.1 Relatividade de Galileu

Imaginemos o seguinte cendrio: um amigo (A) esta sentado na estacéo de comboios, enquanto outro
amigo (B) esta dentro de um comboio que se desloca a uma velocidade de 100km/h. O amigo B,
dentro do comboio, langa uma bola a 10km/h (segundo a sua prépria perce¢cdo) ho mesmo sentido do
movimento do comboio. O cenario encontra-se ilustrado na Figura 1.3.

Para B, a bola desloca-se a 10km/h. E para A, sentado na estacdo?

Com base na nossa intui¢cdo do dia a dia, percebemos que a bola, ao andar a 10km/h em relagéo ao
comboio, somaria a sua velocidade a do comboio em relagéo a estagdo (100km/h). Logo, A observaria

a bola a uma velocidade total de 110km/h.

(a) Comboio visto de B (b) Comboio visto de A

Figura 1.2: llustrac@o da Relatividade de Galileu

Este principio, em que as velocidades se somam (ou subtraem, se em sentidos opostos), constitui a
base da Relatividade de Galileu . Durante muito tempo, esta ideia foi usada para transformar velocida-
des entre diferentes referenciais, explicando como objetos em movimento se comportam relativamente

uns aos outros [11].

1.2.2 Incompatibilidade com Invariancia da Velocidade da Luz

Tal como medido na experiéncia de Michelson e Morley , todos os observadores, independentemente
do referencial, medem o mesmo valor para a velocidade da luz no vacuo c.

Por exemplo, se B acender uma lanterna no comboio, vera a luz sair a velocidade c. Surpreendente-
mente, A, sentado na estacao, também observara a luz da lanterna a propagar-se a mesma velocidade

de c e ndo a velocidade esperada de ¢ mais os 100km/h a que anda o comboio.

(a) Comboio visto de B (b) Comboio visto de A

Figura 1.3: llustracdo da Invariancia da Velocidade da Luz
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