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Resumo

Neste trabalho obtemos uma classificacao parcial das cosmologias espacialmente ho-
mogéneas de classe A em espacotempos estaciondrios, i.e, solugoes da equacao de Einstein
para espagotempos cujo quociente pelas curvas integrais de um campo de Killing global
pode ser identificado com um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda e algebra de
Lie de classe A (o que perfaz seis das nove possibilidades para variedade espaco).

O resultado principal é a obtencao da classificacao global das cosmologias espacial e
temporalmente homogéneas de classe A.

Abstract

In the present work we give a partial classification of spatially homogeneous cosmologies
in stationary spacetimes, i.e., solutions of Einstein’s equation for spacetimes whose quotient
by the integral curves of a global Killing vector field can be identified with a Lie group with
left-invariant metric and class A Lie algebra (corresponding to six of the nine possibilities
for the space manifold)

The main result is the global classification of space and time homogeneous class A
cosmologies.
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Introducao

O anti-solipsista principio de Copérnico generalizado permite-nos formalizar geometrica-
mente a nossa concepgao do cosmos. A dificil aceitagdo de que o nosso (ou qualquer
outra espécie de) umbigo nao define o centro do universo, traduz-se na ideia de que a per-
cepcao das ”principais caracterisiticas”do Universo, pelo menos as fisicas, é independente
da posicao do observador. Matematicamente obtemos um espacotempo ) folheado por
variedades espaco ¥, i.e., () = R x ¥, nas quais actua um grupo de simetrias. Se impuser-
mos que essa accao seja simplesmente transitiva, podemos identificar > com um grupo de
Lie com métrica invariante a esquerda.

”(Os matematicos sao como os franceses, se lhes dizemos qualquer coisa traduzem-na
imediatamente para a sua lingua transformando-a noutra completamente diferente” [Goethe]

O vazio, enquanto inexisténcia de matéria, é preenchido pela introducao de um fluido
perfeito, que representara as pequenas singularidades que observamos e que designamos
por galaxias. E o vazio, enquanto incapacidade de fazer previsoes, ¢ ultrapassado pela fé
na teoria da relatividade geral, mais precisamente, na equacgao de Einstein.

Obtemos entao o que se designa por modelo cosmoldgico, ou se preferirem, por mod-
elo cosmolégico espacialmente homogéneo. Poderiamos invocar dados experimentais como
forma de questionar se faz sentido falar em modelos espacialmente nao homogéneos, mas
tal accao entraria em contradi¢ao com o facto de ao longo desta dissertacao estarmos inter-
essados na classificacao de modelos cosmoldgicos que nao se coadunam com as observacoes
experimentais. O sr. Hubble ”viu”o Universo a expandir-se, ao passo que noés, ao impor-
mos como simplificagao matematica que o espagotempo seja estacionario, ”vemos”a nossa
métrica invariante ao longo do tempo.

No primeiro capitulo encontra-se um resumo do apéndice C' do livro ”Geometric Me-
chanics”[O]. Neste explicita-se a forma como a simetria imposta ao espagotempo nos pre-
mite obter um sistema de equagoes, dependendo apenas da informacao contida na variedade
espago, equivalente a equacao de Einstein. Estas equacoes apresentam ainda a agradével
caracteristica de se assemelharem as equacoes de Maxwell e, assim sendo, sao designadas
por equacoes Quasi-Maxwell.

Os contributos originais, ou pelo menos, os métodos originais através dos quais obtive-
mos resultados conhecidos, encontram-se nos restantes capitulos. No segundo capitulo é
estudada a forma da informacao contida nas equagoes Quasi-Maxwell quando consideramos
que a variedade espaco é um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda. Para além
de resultados gerais obtemos resultados para grupos de Lie com algebra de Lie de classe A,



que correspondem as seis (de entre um total de nove) possibilidades para variedade espago
que nos propusemos a estudar.

As equagoes Quasi-Maxwell correspondentes a modelos cosmoldgicos sao um sistema
de 10 equacgoes algébricas a 14 incégnitas. Feridos pela continua contemplacao de uma
matematica incapaz de calcular, s nos resta, perante um problema aparentemente tratavel,
o arduo e doloroso trabalho de resolucao das equacoes. A exposicao desse trabalho é feita
no capitulo 3, onde é obtida um classificacao parcial das cosmologias de classe A . Como
meia vitéria tivemos a obtencao de uma classificacao global das cosmologias espacial e
temporalmente homogéneas.

Notacao: Ao longo deste trabalho usaremos exaustivamente a notacao de Einstein,
na qual se presupoe que indices repetidos se encontram a somar sobre todo o seu dominio.
Da necessidade de distingao entre objectos definidos no espacotempo e objectos definidos
na variedade espago, impomos que os indices gregos a, (3, 7,... tomem valores entre 0 e 3
e que os indices latinos 4, j, k,... tomem valores no conjunto {1,2,3}.



Capitulo 1

Como a equacao de Einstein adquire
a forma Quasi-Maxwell num
espacotempo estacionario.

Consideremos um espagotempo estaciondrio (@Q,g), i.e., uma variedade Lorentziana onde
se encontra definido um campo de Killing do tipo tempo 7. Suponhamos que as curvas
integrais desse campo intersectam transversalmente uma e uma s6 vez uma subvariedade
tridimensional de (), que passeremos a designar por variedade espaco Y. > é portanto
difeomorfa ao quociente de () pelas curvas integrais de T' e estas tltimas fornecem-nos uma
projeccao natural II : () — 3, que coincide com a aplicagao quociente.

Podemos integrar 7' utilizando sempre como condi¢ao inicial um ponto da variedade
espago e assim construir uma fun¢do de tempo global t : Q — R, tomando para t(p) o
valor do parametro correspondente a p € () ao longo da respectiva curva integral. X é a
hipersuperficie de equagao t = 0.

A partir de coordenadas locais {z'} da variedade espaco é entao possivel construir

coordenadas locais {t,z'} para @, nas quais T = % e consequentemente
99ag
£rg=0& =5 =0.
TY ot

E esta atemporalidade da métrica que da origem a designacao de espagotempo esta-
ctondrio.

Tendo em conta que gog = (T,7T) < 0, concluimos que, usando as coordenadas {t,z'},
podemos sempre escrever o elemento de linha na forma:

ds® = —e? (dt + Aidaji)2 + ’yijdxidxj



O facto da métrica nao depender do tempo permite-nos considerar os campos tensoriais
¢, A = Aidz', v = vdr'da? como definidos na variedade espago. Esta é a primeira
manifestagdo do tipo de redugdo que a simetria imposta ao espagotempo (expressa pela
existéncia do campo de Killing) nos permite e que eventualmente nos levard a deducao de
um sistema de equagoes, equivalente as equacoes de Einstein, estritamente dependente da
informagao contida na variedade espaco e suas estruturas.

Se decidirmos escolher um outro campo de Killing do tipo tempo, com as mesmas
curvas integrais e que defina a mesma orientacao temporal, 7" = e“ T, c € R, e uma outra
variedade espago, de equagao t = f(x!, 2% x3), obtemos uma nova fungao de tempo global

= et - f)
e esta mudanca de coordenada temporal transforma o elemento de linha em
ds? = —20%0) (dt' + e (A4 df))° + vy daida?

Donde se conclui que as formas diferenciais

= —d¢ (1.1)
H = —e?dA (1.2)

nao dependem da escolha de funcao de tempo global. O mesmo se verifica para o campo
tensorial v que se trata de uma métrica Riemanniana em . De facto, dados u,v € T3 C
T, @ tem-se
_ 1L
7(“710) - g<u U )

onde ut é a componente do vector u ortogonal a T. Aproveitando a tltima igualdade,
fazemos notar que enquanto a identificagao de vectores do espagotempo com vectores da
variedade espaco é executada naturalmente pela projecgao fornecida pela aplicacao II, :
T(Q — T, a identificacao ”inversa”é feita por levantamento ortogonal relativamente a T,
i.e., identificamos o vector u € T,¥ com os vectores v € T(; ;)@ tais que g(v,T) = 0 e
IL.v = wu.

O campo de Killing 7" identifica portanto uma classe privilegiada de observadores (0b-
servadores estaciondrios), aqueles cujas trajectérias sdo as curvas integrais de 7. O facto
de v nao depender do tempo revela que a distancia entre estes nao varia ao longo do tempo.

”This is just about as close as General Relativity gets to the notion of a <global frame
of reference>" (pp 221 [O]).

Tendo escolhido uma funcao de tempo global ¢ e consequentemente uma variedade
espago X = {t = 0}, podemos iniciar o processo de redugao das equagoes Einstein.

Ao longo do texto iremos distinguir entre objectos definidos em (Q, g) e (X, ) colocando
um til sobre os pertencentes ao espagotempo. Esperamos ficar sem tiles, eventualmente.



Um co-referencial ortonormado {w®} pode ser definido localmente em @ por

B0 =e?(dt + A)

w' = IT*w

onde {w'} é um co-referencial local para Ti;%. Os correspondentes referenciais locais serao
representados por {X,} e {X;} e sdo tais que II,X; = X; (a partir de agora deixaremos de
nos preocupar com a projeccao e passaremos a identificar livremente span{X;} e TjyX).

Por ser (¥, v) uma variedade Riemanianna tridimensional, podemos definir as seguintes
bijeccoes:

11 - TS - TY
dada localmente por
1 (V) = (v'X;) =v'w’

e, considerando a forma de volume w,

19 TS — A2T*%

v ’ W(Ua ) )
que nas bases fixadas adquire a forma

n('X;) = v'w? Aw? + 070 Aw! + 03wt AW

Associados naturalmente as formas invariantes G' e H temos entao os seguintes campos
vectorials:
Campo Gravitico G : 1(G) = G;

Campo Gravitomagnético H : 15(H) = H.

Depois de determinar as formas de conexao nos coreferenciais anteriormente fixados
podemos deduzir as equagoes do movimento em funcao dos campos G e H. Seja

u= UOXO + UZXl = UOXO + u

o vector tangente unitdrio a uma geodésica do tipo tempo. u°

massa de repouso que um observador estacionario mede e

¢ a energia por unidade de

900 =-1e - () +@*=-1& ()" =1+ a>

onde



A equagao do movimento (equagao das geodésicas)

Vau=0
tem componente segundo X
. du® ~
du’ (1) = ELE— N (1.3)
dr
e segundo Xj;
_D_) — —
Vﬁﬁ:—u:u0<uOG+ﬁxH> (1.4)
dr
—(+a?)? ((+a?) Grax ). (1.5)

Das equacoes anteriores resulta que os observadores estacionarios estao em movimento
acelerado com aceleracao prépria

D (e*¢T)
T

tornando-se assim clara a motivacao para a designacao de G. Para se manterem esta-
ciondrios os observadores tém de anular o efeito do campo gravitico, acelerando.

Com vista ao esclarecimento da designacao de H como campo gravitomagnético recorde-
mos que a equacao do movimento para uma particula de massa m e carga eléctrica e sob
a influéncia de um campo eléctrico E e de um campo magnético Bé

du e 15 S
=S ((+a) E+iaxB) 1.6
dr m <( ) (1.6)
onde 7 é o tempo préprio da particula e, sendo ¥ = Z(7) a componente espacial do movi-
mento da particula,

L didt

U= ——.

dt dr
Comparando as equagoes (4) e (6), concluimos entao que a equagao do movimento
de uma particula em queda livre na variedade espago de um espacotempo estacionério é
e

simplesmente a generalizacao para um espago curvo da equacao (6), com a quantidade %
substituida por u°, o que faz todo o sentido se tivermos em conta que

0 mu energia total medida por um observador estaciondrio

m massa de repouso



Determinadas as formas de curvatura, obtemos as seguintes componentes para o tensor
de Ricci

~ N . 1 =
ROOI —diVG+G2—|——H2

[\

- 1 - -
ROiXi = EI'OtH —GxH
- 1
Rij = Rij -+ VzGJ - GZGJ - §H2’72'j
onde V,;G; sao as componentes de VG,

divGw' Aw? Aw® =d(iz 00, G)

w(rot H) = d(; H).

Considere-se um fluido perfeito no espagotempo. Seja {}7&} um referencial ortonormado
em repouso relativamente ao fluido, p e p a energia e pressao de repouso. O tensor energia-
momento é por definicao o L

T=pYo @Y +pY; @Y,

Mas sendo L
g=—"YoY+Y,®Y;

e tendo em conta que }7{) é simplesmente o campo vectorial u das velocidades do fluido,
obtemos

T=((p+puxu+pg.

Da equacao de Einstein N N
GEinstein = 8rT

retiramos
Ricci = 8 (T — %tr fg)
onde tr T = ¢g**T,5 = 3p — p. Mas & = u’X, + @, obtendo-se no referencial original
Ricci = 8w <(u0)2)~(0 ® )?0 + uO)N(O @i+ i ® )N(O +U® ﬁ)
+47(p = p)(—Xo @ Xo +7)

Igualando as componentes do tensor de Ricci fornecidas pelas formas de curvatura
com as oriundas da equagao de Einstein, obtemos o seguinte sistema de equagoes sobre a
variedade espaco, equivalente a equacao de Einstein:
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R
divG =G?* + 5H2 — 8n(p+ p)i* — 4n(p + 3p) (QM.1)
rot H = 2G x H — 167 (p + p)u’d (QM.2)
1 1=
Rij + VZG] = GlGj + §HZHJ - §H27ij
1 .
+ 87 ((p +puiv + 5 (p = p)’m) : (QM.3.ij)

Existem semelhangas notéveis com as equagoes de Maxwell [O]. Assim sendo, designare-
mos as equacoes anteriores de equacoes Quasi-Mazwell.

As equacgoes Quasi-Maxwell fornecem-nos um método de resolucao das equacgoes de
Einstein: comegamos por postular uma métrica para a variedade espaco, dependendo de
uma ou mais fungoes desconhecidas e, de seguida, tentamos resolver as equagoes em fungao
dos campos, podendo ser necessario impor algumas condigoes sobre os mesmos. A solucao
de Schwarzschild, por exemplo, é a solucao estatica (i.e. H= 0) que se obtém ao consid-
erarmos uma variedade espago esfericamente simétrica com campo gravitico radial.

O objectivo deste trabalho é a classificagao de solugoes que tém como variedade espago
um grupo de Lie com métrica e campos invariantes a esquerda.
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Capitulo

Sobre a forma das equacoes
Quasi-Maxwell quando a variedade
espaco é um grupo de Lie com
métrica invariante a esquerda.

O propdsito deste trabalho é a classificacao de cosmologias espacialmente homogéneas em
espagotempos estacionarios, i.e., a classificacao de solugoes das equagoes Quasi-Maxwell
(QM) quando ¥ é um grupo de Lie e 7 é uma métrica invariante a esquerda. O principio
de Copérnico generalizado homogeneidade espacial, diz-nos que a percepcao das ”carac-
teristicas essenciais” do universo ¢ independente do local de observacao, tornando-se nat-
ural admitir que GeH sejam invariantes a esquerda. De um ponto de vista puramente
pragmatico a ultima condicao permite-nos sonhar com a classificacao total das cosmologias
em causa.

Para podermos ter em conta a infinidade de métricas invariantes a esquerda fixamos
arbitrariamente um referencial global de campos invariantes a esquerda {X;} e impomos a
sua ortonormalidade. A validade deste processo advém do facto de uma métrica invariante
a esquerda vy ser univocamente determinada pela matriz (v;;(p)), definida numa qualquer
base de T),X, com p € ¥ arbitrdrio. Comegamos portanto a trabalhar com uma métrica
genérica e esperamos que as restricoes sobre esta surjam naturalmente com a resolucao das
equacoes QM.

A liberdade de se poder sempre considerar «;; = d;; nao implica, obviamente, que
as solugoes sejam independentes da métrica, pois esta continua a impor-se por via dos
operadores rotacional e divergéncia, da conexao e do tensor de Ricci. Tendo a métrica sido
definida as custas de "réguas tipo”, o referencial ortonormado fixado, e visto estarmos a
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trabalhar num grupo de Lie, toda a informagao acabara por ser codificada pelas constantes

de estrutura C}k, definidas por

A ultima igualdade serve apenas para realcar que por estarmos a trabalhar num referencial
ortormado nao nos temos de preocupar com a posigao vertical dos indices.
Passemos entao a verificar de que forma a referida codificagao se processa.
Comecemos por recordar a conhecida férmula para os simbolos de Christofell

1
= (Ciji + Crij — Cjgi) -

Lijp = 5

Sendo G = G;w', onde {w'} é a base dual de {X;}, podemos facilmente obter

= VXi [G(XJ>] -G (VXin)

Mas 11(G) = G diz-nos que G e G tém as mesmas componentes e sendo G invariante a
esquerda concluimos que estas sao constantes, donde

ViG; =0—T% G(Xy) = =T} Gy.
Como consequéncia imediata temos
divG = V,G; = —T*Gy.
A féormula de Maurer-Cartan
W= 5O’ Aw

assegura-nos que a derivada exterior é uma aplicacao linear entre os espacos vectoriais
tridimensionais Q}(X) e Q7 (X) das 1 e 2-formas invariantes & esquerda, cuja matriz nas
bases {w'} e {w? Aw? W Aw! wh Aw?} é

C’132 C'232 C'332

D=1 Cus Cus Csis
Cia1 Coar Cso

Como rot H é por defini¢ao o tnico vector que verifica

1o(rot H) = d(u H)
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e tendo em conta que vectores e k-formas relacionados pelas bijeccoes 1, k = 1,2, tém,
nas bases fixadas, as mesmas componentes, obtemos

H,
rOtH:(XlXQX;g)‘D' H2
Hj

Todos os intervenientes nas equagoes QM até agora estudados sao constantes, visto
dependerem exclusivamente das componentes de campos invariantes a esquerda e das con-
stantes de estrutura. Assim sendo, o resultado seguinte nao deverd causar estranheza.

Proposicao 2.0.1 A densidade e a pressio sdo funcgoes constantes e U € invariante a
esquerda.

AN QM .3.i1 déd-nos

1
(p+pui = —5(,0 — p) + constante.

Somando as trés equagoes obtemos

. 3
(p+p)i® = —i(p — p) + constante

e ao substituirmos em QM.1, vem

—3(p — p) + p + 3p = constante < 3p — p = constante.

Olhando agora para QM.2, verificamos que

2

(p + p)u'u; = constante = (p + p)? (u0)2 u; = constante
& (p+p) (@*+1) (p+ p)u? = constante
3 1
& —é(p—p)—l—cons.—l—(pqu) : —E(p—p)—i—cons. = cons.
Ly 945 3 a
& le + Zp - ipp + termos de 1* ordem = constante.

Mas sendo p = 3p + constante, vem
—p? + termos de 1* ordem = constante.

Concluimos assim que p e p podem tomar no maximo dois valores distintos sobre ¥,
resultando da sua continuidade que se tratam de fungoes constantes.

E agora evidente que para p + p # 0 as componentes do vector « sao constantes, que
é condicao suficiente para garantir que se trata de um campo invariante a esquerda. Para
p+p = 0 o vector u fica indefinido, podendo assim ser considerado como invariante a
esquerda sem influenciar a resolucao das equagoes QM.

g
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Corolario 2.0.2 O campo vectorial u das velocidades do fluido verifica:
divii = 0

Vau=0.

A: Como foi visto anteriormente temos apenas de nos concentrar no caso em que
p+p#0. A equacao de Euler para um fluido perfeito é

div (p@) + pdivii = 0
~ — 1
(p+p)Vau=— (gradp>

onde * designa a projeccio ortogonal no hiperplano ortogonal a . Sendo p e p constantes
com p+ p # 0, vem

divT =0 <

{<p+p>c’1?va 8 @{@vgzo

(p—i—p)Vaﬂ: Vzu=20
O
Coroldrio 2.0.3 Os vectores @ e G sdo ortogonais.
A: No primeiro capitulo verificimos que
~ du® =
Vit=0=—=u"7-G.
dr
Mas sendo u° uma constante nao nula
0=u'7-Gea G=0.
O

Para terminar apresentamos um resultado que nos simplifica a classificacao desejada,
ao permitir-nos restringir a busca de solu¢oes a um tnico elemento de entre as familias de
métricas que tém referenciais ortogonais que se relacionam por expansao.

Proposicao 2.0.4 (Lema do Rescalamento)

A partir de uma solugdo das equagoes QM (G, Hj, uk, p, p) para a métrica associada
a um referencial {X;} podemos construir uma solu¢ao (@,flj,ﬁk,ﬁ,ﬁ) para a métrica
associada ao referencial {\X;}, fazendo

~

G; = \G;
ﬂk:uk

p=\0p
p=\p.
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/A: Como
AX, AX;] = M [X, Xj] = N2Chij Xi = AChijAX,
obtemos R
Crij = AClij
donde

fijk = /\ka (§ ﬁ =D

e, portanto,

Ri; = ARy , divG = XdivG e rot H = Arot H.

Tendo em conta que por construcao 7;; = ;; = 9,5, o resultado é imediato. U

2.1 Algebras de Lie de Classe A

Se impusermos que a nossa variedade espaco seja conexa e simplesmente conexa, o Teorema
de Lie [K] garante-nos que esta é univocamente determinada, a menos de difeomorfismo,
pela sua algebra de Lie. A consideragao de todas as possibilidades para variedade espago é
entao transformada, simplificando-se, na classificacao das algebras de Lie tridimensionais.
Seguindo [W], sabemos que essa classificagao pode ser realizada as custas de um tensor
simétrico M do tipo () e de um vector A, do nicleo de M, cujas componentes numa dada
base da dlgebra sao CF. Torna-se entao natural dividir a classificagio em duas classes:
classe A para algebras de Lie com A = 0 e classe B para algebras de Lie verificando A # 0.

Neste trabalho estamos interessados na classificacao de cosmologias de classe A, i.e.,
cosmologias em que a variedade espago ¢ um grupo de Lie com algebra de Lie tal que
Ck =0, Vi.

Sendo CF; = 0, Vi, o tensor M (ver [W] para a expressao do tensor) nio ¢ mais que o
simétrico da derivada exterior restringida ao espago 2}. Assim sendo, as seis dlgebras de
Lie de classe A sao classificadas pela caracteristica e assinatura da matriz D.

A matriz D permite-nos ainda a obtencao de uma formula util para as componentes do
tensor de Ricci.

Proposicao 2.1.1 Num grupo de Lie com dlgebra de Lie de classe A e métrica invariante

a esquerda a matriz das componentes do tensor de Ricci na base {w' @ w'}, onde {w'} ¢é
um co-referencial ortonormado e invariante a esquerda , € dada por

(Rij) = D* — %tr (D?) I + cof (D).

A: Em Apéndice.
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A simetria de M faz de D uma matriz simétrica e tendo em conta que existe um
isomorfismo entre os espacos 2} e Q2 | fornecido pela aplicacdo © = 2501, !, podemos invocar
o teorema dos eixos principais como forma de garantir a existéncia de um co-referencial
ortonormado {w;} e de uma base {1(wy)} para 92, nos quais a matriz da derivada exterior
toma a forma

D= diag(sz, Cas, C'321)-

Podemos desde ja eliminar duas incégnitas das equagoes QM.

Proposicao 2.1.2 FExiste um referencial ortonormado {X } para o qual a matriz da derivada
exterior nas bases {1;(Xy)}, i = 1,2, ¢ diagonal ¢ G = GX,.

A: Como vimos existem bases, associadas a um referencial ortonormado {X;} pelas

bijecgbes 2;, nas quais D = diag(a, b,c). Sendo G' uma forma fechada e escrevendo G =
G X;, obtemos

dG = d(llé) =0« CLGl + bGQ + CG3 =0.

Rearanjando de forma correcta os indices do referencial, a equacao anterior da-nos:

i) Rank(D)=3 = a,b,c £ 0 = G = 0;

ii) Rank(D)=2 = a =0, b,c # 0= Gy = G3 = 0;

iii) Rank(D)=1 = a,b = O c#0=G;=0= G L Xj, bastando-nos escolher, no

caso nao trivial, G # 0, X1 G X3 Xse X2 de forma a completar a base numa base
ortonormada;
iv) Rank(D)=0 anélogo ao caso anterior. d

Terminamos com trés resultados tteis que advém da diagonalizacao da matriz da
derivada exterior.

Proposicao 2.1.3 Os campos invariantes a esquerda tém divergéncia nula.

A: Da diagonalizagao de D concluimos que podemos escolher uma base de campos
invariantes a esquerda na qual as Uinicas constantes de estrutura nao necessariamente nulas
sao aquelas que nao tém indices repetidos. Da relacao entre os simbolos de Christofell e as
constantes de estrutura obtemos

Lijk # 0 = (i, 4, k) permutagdo de (1,2, 3).
O resultado é agora consequéncia imediata da férmula

divG = —TkEG,.

Equivalentemente, temos

Proposigao 2.1.4 d(Q%) = 0.
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A: Por ser a derivada exterior uma aplicacao linear entre os espacos vectoriais 27,
i=2,3, basta-nos verificar como transforma um elemento genérico de uma base de Q2.

Escolhendo bases de forma a termos D diagonal obtemos:
d(w' A w?) = dw' Aw? — W' A dw?
1 , ; 1
= —§C’Z~1jw’ Aw! Aw? —wh A (—§C,flwk A wl)

= —Cow’ NP AW + Chw' Aw' Aw? = 0.

Coroldrio 2.1.5 Os vectores G ¢ H sio ortogonais.

A: Sendo H uma 2-forma invariante a esquerda a proposicao anterior da-nos

dH =0« d(—e’dA) =0
& —edp N dA — e?d(dA) =0
< GANH=0.

Utilizando a proposicao 2.1.4, vem

Giw' A (Hiw? AP 4+ Hyw? Aw' + Hsw' Aw?) =0 <
<~ Gllel /\w2 /\w3 =0 G{H, =0.
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Capitulo 3

Classificacao.

A partir de agora algebra de Lie quererd dizer dlgebra de Lie da classe A e quando nos
referirmos as equacoes QM estard subjacente que a variedade espaco é um grupo de Lie
com algebra de Lie de classe A e métrica invarante a esquerda. As bases, {X;}, da édlgebra
de Lie serao sempre ortonormadas e tais que D = diag(a,b,c). Note-se ainda que nestas
condicoes a proposicao 2.1.1 da-nos

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(R;;) = diag <§a2 — 5()2 — 502 + bc, —§a2 + 562 — 502 +ac, —§a2 — 5()2 + 502 + ab) .

3.1 Solucoes de vacuo com constante cosmoldégica.

Por uma questao pratica comecemos por calcular as solugoes das equagoes QM que veri-
fiquem p 4+ p = 0. De um ponto vista tedrico estas correspondem a solucoes de vacuo com
constante cosmologica.

Proposicao 3.1.1 A unica solugao das equacoes QM de vdcuo com constante cosmologica
(p+p=20) € o espacotempo de Minkowski, i.e., G = H = 0, 4 indefinido e p = p = 0.
Sendo uma solug¢ao com Ricci = 0 temos necessariamente D = diag(0,b,0), b € R.

A: Seja p+p = 0. A indefinicao de @ permite-nos tomar, sem perda de generalidade
(spg), @ = 0.
A equacao do movimento é entao
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0=(u")'G=0&G=0.

1 d —
QM1 0= 5H2 —4n(p +3p) & H? = 167p

e, sendo (R;;) diagonal,

QM.3.ij (i # j) < 0= H;H,;.

Concluimos que dois dos H;’s tém de se anular. Tomemos entao, spg, H=HX,.
Escrevendo D = diag(a, b, ¢), vem

QM2< D-H=0<x aH =0.

Se H=0,obtemosp=0ep+p=0=p=0.
Sea=0

1 -
QM .31 (i #1) & Roy = R33 = —§H2 +4n(p—p) =4n(—2p+p —p) =47 (p — 3p).
Mas

1 1 1 1
RQQ:R33<:>562—562:—562+§C2<:>b2:C2Z>R22:R33:0
donde p — 3p = 0 e, portanto, p =p = 0.

Em ambos os casos s6 falta verificar a equacao

QOM.3.11 & Ry =4n(p—p) = 0.

O espacotempo de Minkowsi é assim a tinica solucao com p+p = 0 desde que se verifique
Ricci = 0. Em apéndice estd demonstrado que tal facto sé se da para D = diag(0,b,b),
beR.

O

Daqui para a frente em todos os cédlculos realizados consideraremos que p + p # 0.

3.2 Solucoes com variedade espaco plana.

Nesta secgao estamos interessados em calcular as solugoes que surgem quando consideramos
Ricci = 0. Estas incluem todas as solucoes com RankD = 0, i.e., ¥ = R3, e uma solucao
para RankD = 2.

Por estarmos a trabalhar numa variedade tridimensional o tensor de Ricci determina
totalmente o tensor de curvatura e, portanto, a condi¢ao Ricci = 0 é equivalente a variedade
(X, 7) ser plana.
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Teorema 3.2.1 As solugoes com variedade espaco plana, i.e., Ricci = 0, das equagoes
QM surgem em dlgebras de Lie com D = diag(0,b,b), b € R, (ver apéndice) e sio da
sequinte forma:

1. (Universo de Gédel) b =0, G=+I6mp X1, H=+327pXs, i=+Xsep=pE€

Ry, onde os sinais das componentes deverdo respeitar G- H -u-p > 0.

2. Para todo 0o b € R o espagotempo de Minkowski € solugdo (ver proposicio 3.1.1).

A: Seja D = diag(0,b,b), b € R. Pela proposi¢ao 2.1.2 podemos tomar G = GX,
e um argumento analogo ao utilizado na sua demonstragao, possivel por termos os dois
ultimos valores proprios de D iguais, permite-nos escrever H=HX + Hy X5, preservando
7ij = 0;; € D na forma inicialmente imposta.

Comecemos pelas solugdes com G = 0.

0 =167(p + p)u'uy
QMQ@ bH2:—167T(p+p)UOU2 = U :U3:O<:>?I:UX2.
0= 167(p + p)ulus

Temos entao, como Unica equagao nao trivial de QM.3.ij (i # j) a equagdo

Se H; = 0, temos H = HX5 e

0=—1H?+47(p - p)
QM.3.ii < 0= %Hi— TH? 4+ 87(p + p)u? + 4m(p — p)
0=—3H*+4r(p—p)

{ H? =8n(p —p)
8m(p+p)u? = —An(p —p) = —5H>

1
QM1 < 0= 5H2 —87(p + p)u® — 4n(p + 3p) & H? = 47 (p + 3p).

Consequentemente

4m(p +3p) = 8n(p —p) & p = Sp.
Mas, assim sendo,
QM3.22 < 8n(p+plu* = —4n(p—p) & 12pu* = —4dp=p=0= p = 0.
Seja Hy =0 <:> H= HX1>. Temos entao
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e QM.1 < 0 = 47(p + 3p) mas sendo p = p obtemos p = p = 0.

Tomemos agora G # 0.
Do corolario 2.1.5 sai

G-H=0sH =0& H=HX,.
Comecemos por considerar b = 0.
O = U N
U = uXs
QM2< ¢ 0=muy { B 0. -
0=2GH — 167(p + p)ulus GH = 8r(p+ p)uu
Como
VG = leJ wi ® wj
= —F@Gk W' @ w’
= —FégGl w2 X w3 — Fgl‘)zGl w3 ® w2
1 1
= —5(0123 + C12 — Co31)G W@ w — §(C132 + Co13 — 0321)Gw3 Q w?

1 1
= —§(O—b+b)Gw2®w3—§(O+b—b)Gw3®w2:0

as equacoes QM.3.ij (i # j) sao triviais.

0=G?— H*+4n(p —p)
QM3.ii < 0=4dr(p—p)
0= —3H? + 8n(p+ p)u® + 47 (p — p)

G=10>= H+#0

s 2 p=p
16mpu® = 5 H?

donde

1
QM1 & 0=G*+ §H2 — 87(p + p)u® — 4w (p + 3p)
& G?=dr(p+3p) = 16mp = H? = 321p = p # 0.
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Temos ainda ]
16mpu® = §H2 = 16mp & u® = 1.

A verificacao da equacao QQM.2.3 é imediata desde que se respeite a sua inica imposigao:
que a escolha dos sinais satizfaca G- H - u - p > 0.
Falta apenas considerar G # 0 e b # 0.

0= U1
QM.2 < { bH = —167(p + p)uuy
0 =2GH — 167(p + p)uus

Por termos VG = 0, H = HX, e u = 0 a unica equagao nao trivial de entre as
equagoes QM.3.ij (i # j) é

QM.3.23 < QM.3.32 < 0=238m(p+p)usus
& 0= UgU3.

Mas sendo as componentes de u constantes

Vﬁﬁ = Uiu]‘inXj = UU3 (VXQXg + VX3X2) =0.

Para us = 0 obtemos u paralelo a He

Eq. movimento < 0 = (u0)2 G&GE=0

em contradicao com a condi¢ao atrds imposta.
Se up =0, QM.2.2 = H =0 e a equagao do movimento dar-nos-a de novo G = 0.
O

3.3 Solucoes para algebras de Lie com RankD = 3.

Procuramos solugoes para algebras de Lie com D = diag(a, b, c), onde abc # 0. Tendo em
conta que QM.3.i5 & QM.3.j51, visto serem equagdes que envolvem apenas componentes
de tensores simétricos (Ricci, VG = —Vd¢ e 7), as equagoes QM sao, a partida, um
sistema de 10 equagoes a 14 incognitas (é, I:_i, u, p, p, a, b e ¢). Como na demonstragao da
proposicao 2.1.2 verificimos que G= 0, as equacoes QM ficam reduzidas a 11 incégnitas,
sendo de esperar, pelo teorema da fungao implicita, que as solugoes sejam de facto familias
a um parametro de solugoes. No entanto, o facto das QM.3.ij (i # j) serem equivalentes
a apenas duas condigoes faz com que se obtenham familias de solucoes a dois parametros.

No caso da familia de solugoes descrita no ponto 4 do teorema que se segue, a de-
pendéncia dos dois parametros nao surge de forma explicita. Note-se que, estando esta
familia de solucoes sujeita a restrigoes tao apertadas, é possivel que se trate de uma familia
vazia.
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Teorema 3.3.1 As solucoes com RankD = 3 sdo:
1. (Universo de Finstein) D = diag(a,b,b), com a -b> 0 (D tem assinatura (+,+,+),
sendo a dlgebra de Lie em questao do tipo V' (ver [W])), a(a —b) >0, G =0, H =
+y/a(a —b) Xy, U = j:,/“T’le ep=—3p= %, onde os sinais das componentes

deverao respeitar H - u < 0.

2. D = diag(a,b,b), coma-b <0 (D tem assinatura (+,-,-), sendo a dlgebra de Lie em
questdo do tipo VI), a(a—2b) >0, G =0, H=*%y/a(a —2b) X, i =+,/—5 X1 e

p=p= —%, onde os sinais das componentes deverao respeitar H - u < 0.

3. D = diag(a,b,a —b), com a* < 8b(a —b), G =0, H = :I:\/—%a2+4b(a—b) Xy,
- a a2 2b(a—b)—5a?

U=t e NPT iR 6P

deverao respeitar H - u < 0.

, onde os sinais das componentes

4. D = diag(a,b,c), com

—3a%b + 3a’c + 4ab® — dac® — b — 4b%c + 4b® + 2 = 0,

=0 p= 2R11*4Rgﬁ;4R33*bC; p= 10R11*4R622;4R33*5bc; H = j:\/%(R22 — Rll) X2 4+

b R33 — RH) X3 e U = u2X2 -+ U3X3, com 87T(p + p)u% = b%bc(RQQ — Rn) (&
8m(p + p)ui = -%5(Rs3 — Ri1), onde os sinais das componentes deverdo respeitar
Hy-uy-b-(p+p)<0eHs-us-c-(p+p)<0.

<
Il

A: Seja D = diag(a, b, ¢), com abc # 0, e d; o i-ésimo valor préprio de D.

16
OM.2 & dH; = —167(p + p)ulu; & H, = —FTPFP) 0,
d

QM.3.ij (i #j) < 0= HH,+167(p+ p)uu,

16 2
0= [367(p + p)I” (u0)2 uu; + 167(p + p)usu,
d;d,
16
d;d;
o o 0 2 _ dld]
< 0=wuu; V (u) = —167r(,0+p)

Temos de considerar os seguintes casos:
A wy, =0  D)uy, =0 i) (u0)? =
permutagao de (1,2,3).

di dig

T 167(p+p) onde (iy,12,73) é uma qualquer
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B) (W)’ =——%% v je{1,2,3},i#].

167 (p+p)

A i) Suponhamos, spg, que uy =uz =0 =1 =uX;. QM.2 = H=HX;.

1
QM.3.i (i # 1) & Ryy = Ry3 = —§H2 + 4w (p —p)

Mas
1,

1 1 1 1 1
Ry = R33 & —50 + 51)2 — 502 +ac = —§a2 — 562 + 502 +ab

s V- +ac—ab=0
& (b—c)(b+c¢)—alb—c)=0
& (b—co(b+c—a)=0<c=bV c=a—-b

Existem, portanto, dois sub-casos: Ai.l)c=be Ai2)c=a—b

A i.1) Temos @ = uX; <%2 H= HX1> e D = diag(a, b,b). O Lema do Rescalamento

(proposigao 2.5) permite-nos escolher a = 1 sem corrermos o risco de perder solugoes.

Seja Q = 8m(p+p) #0.
As equagoes Quasi Maxwell sao:

QM.1 & 1H?* = Qu® + 1 Q + 8ap;
QM2 < H = —2Quu;

QM.3.ij (i # j) ja foram verificadas;
y Ry =3 = Qu’ +47(p — p)
M.3. 2
© 32“:){ Ry =Ryy=b—5=—3H +4n(p—p) .
Temos entao

1
QM.3.11+QM.3.22 < b= —§H2 + Qu* + 87 (p — p).

Inserindo @ M.1 na equacao anterior, obtemos

1
b:—QuQ—59—87rp+§2u2+87r(p—p)

1 1
& b:—59—87rp+87r(p+p)—167rp:59—247rp
1 1
—_—_(za-b).
=P 247?(2 )

1
—dm(p—p) =5 —4n(p+p)+8mp

QM3.11 e Qu* = 5
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donde

De mesma maneira obtemos

QM.1<:>H2:§(Q—219)+1.
Agora
QM2 < H=-20u"u

1
= H?=40? (u0)2u2 & W]:ﬂ = ut + u?

1 /2 3-20 1\ 3-20 1
< W(E(Q_Qb)“)_(—m ‘5) _<—6Q ‘5)—0

b 1 (3—20)2\ 1 1 6-4b 20—3\1 2
& (—s+--—2)+(2+ + ~4+2=0

3 4 36 0?2 6 18 6 Q9
1 1 1 —b+3b
P —tb—+4+2=0 — = ———
A A I BT
b
& Q=-V Q=-b
2
Seja ) = g Facilmente se obtém
1-0b b
H=1-b, v’="— =—— = —3p.
Y b » P 327Tep P

Nestas condigoes QQM.2 s6 impoe que a escolha dos sinais para H e u deva obedecer a
condi¢ao H -u-b < 0.

A obtengao das solugoes gerais, i.e., para D = diag(a,b,b), advém de uma nova
aplicagao do Lema do Rescalamento. Temos entao

H*(a,b,b) = a*H? (1,9,9) =a® (1 - é) =a(a—b)
a
> 0.

a a

originando-se, aqui, a condi¢ao 1 — g >0« ala—0)
Da mesma forma

b b

b b\ 1-% a—b
a a

u*(a,b,b) = u? <1, - =

b
-2

impondo-se a condicao 4+ >0<a-b>0=a-b> 0.

a
Note-se ainda que a condicao H - u - b < 0 se transforma em

2

b
H-u-a—<0<:>H-u<0.
a
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Para terminar o ponto 1 do teorema, basta ter em conta que

b
b b
bb)=a? | —-o | = -2
pla,b,b) =a ( 327r> 37

Para demonstrar o ponto 2 do teorema basta escolher 2 = —b e proceder como no caso
anterior.

\Y
A i.2) Seja i = uX; (% H= HX1> e D = diag(a, b,a—b). Vamos considerar a = 1.

Em relagao ao caso A i.1) as tnicas equagoes que se alteram sao

QM.3.M(:){ R22:R33:0=—%H2+47T(,0—p)<:>H2:87r(p—p)

A partir da dltima equacao obtemos

QM.1 & 4r(p—p) = 8m(p+p)u* +dr(p+ 3p)
& 8m(p+p)u® = —16mp
2
o 2=
ptp
= (P<OAp+p>0)) V(P>0 A p+p<0).

No entanto, a segunda condigao implica p — p < —2p < 0, em contradigao com o facto
de H? = 87(p — p).
Sendo p 4+ p > 0 os sinais de H e u tém de ser contrarios e

—2p —2p
QM2 < 8m(p—p) =167(p+p)y/ —— + 14/ ——
V87 (p —p) (p+p) py py

& p—p=06dmp(p — p).

Masp—p=0=H = 0L, = OQAQEHRH =0 < bc =0, o que é absurdo.
Temos entao

1
P= " ar
¢ 326(1 —b) — 5
QM.3.11 < p= (1-b) =5
64

A partir das 1ltimas igualdades obtemos as expressoes de H? e u? para o caso a = 1.
A obtencao do caso geral e das restrigoes sobre a métrica, i.e., sobre a e b, seguem por um
processo analogo ao utilizado no caso A ).

\Y%

A i) Tomemos u; =0 (= Hy =0) e (U0)2 = _167r?;+p)'
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Desde ja
P+ 1= o be & 8m(p+ p)i® = —lbc —8m(p+p)
167(p + p) 2
€ —
QM.1 < H?> = —bc — 8m(p — p).
1
QM.3.11 < 8n(p—p) = Ry1 — §bc
donde

QM322 + QM333 & Roy+ Raz = 4’/T(p — p) — 167rp
. 2R11 - 4R22 - 4R33 —be

=
P 64r

A obtencao da expressao para p é agora imediata.

(u”)
¢ H; = [167(p + p))* (u")

o { H5=—16m(p+p)ru;
Hi = —167(p + p) fu3

bHy = —16m(p +p)u'uy { b2H3 = [167(p + p)]*
0

2 9
Uz
cHy = —167(p + p)u'us U

QM.Q@{

Usando (QM.2.2)%, vem

1 1=
QM.322 & Ry = §H22 — 5H2 + 87 (p + p)us + 4w (p — p)

c
& (1 — l_)> 87(p+ p)us = Ryy — Ry1.

Facilmente se verifica que, para as condi¢oes impostas inicialmente, nao existem solucoes
com b = ¢, tornando-se imediata a expressao para 87(p + p)u3. A expressao para H3 sai
agora da equacao (62]\/[.2.2)2 e para que se verifique QM.2.2 basta impor que Hy - us - b -

(p+p) <0.
As expressoes para 8m(p + p)us e para H3 sdo obtidas de forma andloga e a restigao
sobre a métrica sai das equacoes

H22+H§ = —bc—8n(p—1p)

1
87(p + p)us + 8m(p + p)uj = —§bc —8m(p+p).

Tendo em conta a complexidade da restricao obtida podemos aplicar o lema do rescala-
mento e fixar a = 1 e em seguida dividir a expressao por b — ¢, obtendo

b2 + % 4+ 5bc —4b—4c+ 3 = 0.
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Expressao esta, que do ponto de vista da existéncia de solugoes é equivalente a expressao
inicial.
) 4
B) E imediato que
ab=bc=acsa=b=rc

Por simetria podemos tomar us = ug = 0 e, assim sendo, voltamos ao caso A i.1).

U

3.4 Solucoes espacial e temporalmente homogéneas.

Uma solucao cosmologica diz-se espacial e temporalmente homogénea se o espacotempo a
que se refere for um grupo de Lie quadridimensional com métrica invariante a esquerda.
Nos casos em estudo o espagotempo € de facto um grupo de Lie, nomeadamente () = R x 3.
O resultado seguinte dd-nos uma condicao necessaria e suficiente, no formalismo Quasi-
Maxwell, para que a métrica g seja invariante a esquerda.

Proposicao 3.4.1 Uma solucdo das equacoes QM € espacial e temporalmente homogénea
se e so se G = 0.

A: QQ =R x ¥ é um grupo de Lie com translagao a esquerda definida por
L(t,x)<k> y) = (t + k? xy)

Nas coordenadas locais {t,z'}, a aplicagao (L(t,z))* ¢ dada pela matriz

concluindo-se de imediato que o campo de Killing 7' ¢ um campo invariante a esquerda.

Seja {X;} uma base ortonormada, para T3, de campos invariantes a esquerda e X; o
vector obtido por levantamento ortogonal de X; relativamente a T

G = 0 = ¢ constante = [|T|| constante, concluindo-se que {IITII’X } é uma base
ortonormada de campos invariantes a esquerda.

A demonstragao da outra implicagao é imediata, visto que, goo = g(T,T) = €** e
G # (0 = ¢ nao constante.

O

Concluimos entao que, com a excepcao do Universo de Godel, todas as solugoes até
agora classificadas correspondem a cosmologias espacial e temporalmente homogéneas. Os
dois resultados que se seguem concluem a classificacao destas cosmologias para variedades
espaco com algebra de Lie de classe A.

Proposicao 3.4.2 Nao existem solucoes espacial e temporalmente homogéneas para dlgebras
de Lie de classe A com rankD = 1.
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A: De forma resumida, seja D = diag(0,0,1). Por simetria podemos tomar H =
Hy Xy + Hs Xy 25 i = uXs,

Donde QM.3.23 < 0 = HyHs.

Se Hy =025 G=0¢

QM.3.i < H? = —1.
Se Hy =0, i.e., H= HX3,

g H?>=8m(p—p)+1
M.3.41 &
< { 8m(p+p)u® =5 —4r(p —p)
QM1 < p=5p=p#0.

Introduzindo tudo em QM2.2 vamos obter p = 0.
OJ

Proposicao 3.4.3 A unica solugao espacial e temporalmente homdgenea com rankD = 2
€ o espacotempo de Minkowski.

A QM.2 = u; =0, donde
Vgﬁ = UQU3<F§3+F§2)X1

1
= §U2U3(Cl23 + C12 — Caz1 + Clso + Corz — Cs91) Xy

1
= 5U2U3(0—C+b+0+b—C)Xl

= (b— c)uguzX;.

Temos entao

(b — C)’LLQUg = UO(’LLQHg — U3H2)
Eq. Movimento < ¢ u3H; =0 = H =0V u=0.
U2H1 =0

Facilmente se conclui que para @ = 0 nao existem solucoes e que as solugoes com H; = 0
e ug - uzg = 0 tém b = ¢, obtendo-se o espagotempo de Minkowski (ver proposigao 3.1.1).
Suponhamos entao que H; = 0 e que usy - uz # 0. Usando (QM.2 obtemos

be

Eq. Movimento & QM 3] (i # j) & (1) = ~ 52—
w(p+p

Estamos, portanto, numa situagdo muito préxima a do caso A i) da demonstragao do
teorema 3.3.1. Se utilizarmos o mesmo procedimento vamos obter
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23 b2

_ 2 2
Uy = & 3 _b2_62+ch2:>—b —c"4+bc>0
e
HQZi\/_2bCX2:bC<O.
Mas
u2+u2:—L@b2+62+5bc:0
20 16m(p+p)
donde

=4 be>0< b2+ +5bc—6bc <0< be>0

em contradicao com a condigao imposta pela expressao para Ho.

3.5 Solucoes numeéricas.

O lema do rescalamento, associado a proposicao 2.1.2 e ao corolario 2.1.5, permitem trans-
formar as equacoes QM do caso rankD = 1 e G # 0, num sistema de 10 equagoes a 10
incégnitas. A situacao - nimero de incégnitas igual ao nimero de variaveis - é ideal para
utilizar os métodos numéricos disponiveis no Maple?.

Se usarmos as equacoes QM nao é detectada qualquer solucao e se substituirmos Q) M.2
pelo seu quadrado, como forma de evitar os radicais, surge uma unica. Esta revela, no en-
tanto, nao se tratar de uma solugao do sistema inicial. Assim sendo, temos fortes indicacoes
para a inexisténcia de solugoes cosmologicas das equacoes QM para rankD = 1.

No caso D = diag(0,b,c), bc # 0, o lema do rescalamento permite-nos fixar b = 1,
mas mesmo assim obtemos um sistema de 10 equacgoes a 11 incognitas. Temos, portanto,
de fixar valores para ¢, um a um. Os resultados obtidos sao em tudo idénticos aos do
caso RankD = 1, sendo, no entanto, menos conclusivos, por estarmos condicionados pela
finitude, i.e., pelo facto de s6 podermos testar uma quantidade finita de entre os valores
que ¢ pode tomar.

Para terminar, surge-nos como natural a afirmacao:

Conjectura 3.5.1 As cosmologias espacialmente homogéneas de classe A em espagotempos
estaciondrios sao classificadas pelos teoremas 3.2.1 e 3.3.1

'Foi utilizada a opcao fsolve
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Apeéendice

Proposicao 3.5.2 Num grupo de Lie com dlgebra de Lie de classe A e métrica invariante
a esquerda a matriz das componentes do tensor de Ricci na base {w' ® w'}, onde {w'} €
um co-referencial ortonormado invariante a esquerda, € dada por

(Rij) = D* — %tr (D*) I + cof (D).

A: As formas de conexao 2 sao dadas por

1
wij = Ligg = B

A 2* equagao estrutural de Cartan dé-nos

[Cikj + Cjz‘k - Ckﬂ] wk.

Qij = dwij + Wik N\ Wi
1 1
=3 [Cikj + Cjir — Chjil (—§Cklmwl A wm)

1
1 [Citk + Crit — Citi) [Cromj + Ciitem — Congie) ' Aw™.

Mas as formas de curvatura sao por definicao

Qij = Z leij u)l N w™

l<m
donde
; 1
R, ;= — 2 [Cik; + Ciit — Crji] Crim
1
+ 1 [Citk + Crit — Cuii] [Crmj + Cikm — Crmjik]
1
T [Cimk + Chim — Cimkil [Crij + Cirr — Chjr] -

2Utilizaremos as convengoes de sinal adoptadas em [W]. Note-se que sdo contrdrias as utilizadas em

[O].
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As componentes do tensor de Ricci sao entao

1
Ry = lelj = 5 [Cukj + Cite — Crjt] Crm
1
+ 1 [Cuk + Crit — Cita] [Cremj + Clkm — Crmiji]
1
- [Cimk + Chim — Cruia] [Crtj + Clr — Ciji] -

Se regressarmos aos indices tradicionais, tendo em conta que Cy — Cjy = 2Cy € que
Ciu = 0, obtemos

Ry = — % [Cukj + Citre — Crjt] Crs
¥ 5 ClChy + Ca — Cis
— % [Clit. + Crii — Cira] [Crij + Cir — Cljie]
= — % CriCuij + % CriiCiie — %Cklicklj

1 1
- 3 Cuk (Cjir + Ciji) + 3 CukChij

[(—=CikiCrij + CriiCij) + (—CiiCiij + CrtiCraj)
+H(CiurCrij + CukCiij) + (—CiiiCiti + CriiCirt) + CitreCint).-

1
4

As parcelas das ultimas duas linhas que estao entre paréntesis cancelam-se e pela iden-
tidade de Jacobi

CukCrij = —CrijCia = CijiCli + CriiCiij
= CliClj — CiiCriy = 0.

Obtendo-se finalmente uma expressao para as componentes do tensor de Ricci para um
qualquer grupo de Lie, i.e., idependentemente de ter algebra de Lie de classe A ou B,

1 1 1 1
Rij = 7 CiurCir — 5 CniiCrij — 5 CuaiCing — 5 Cur(Cijr, + Cjir)-
Para algebras de Lie de classe A a ultima parcela é nula.

Mas

Cijk = —Dinenjr,

[ sng(i,j, k) se (i,j,k) permutacdo de (1,2,3)
onde €5 = { 0 caso contrario
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Temos entao

1 1

Rij = —DimemmDinenr — Ekaemlkanenlj - §ka€mllen€nki

4
1 1
1 1

1
= §Dikaj - EDlekléij + §Dz‘lecj + (cofD),;,

onde se recorreu a simetria de D e as igualdades

€ijk€imk = 0il0jm — Oim0Oji € Eimk€imk = 204

Proposicao 3.5.3 Um grupo de Lie com dlgebra de Lie de Classe A e métrica invariante
a esquerda tem Ricci = 0 se e so se existe uma base ortonormada da dlgebra de Lie na

qual D = diag(0,b,b), b € R.

A: Seja D = diag(a,b,c). A proposigao anterior reduz o problema a verificagdo das

condicoes Ry; = Ry = R33 = 0. Em particular temos

Rii=Ryp<a=b V c=a+b
Rii=Rss<sa=c V b=a+c .
R22:R33<:>b20\/ a=b+c

Supondo que a = b, vem
2, Lo o
Ry3=0< —a —1—50 +a°"=0&c=0,

tal como era pretendido.

Se suposermos que ¢ = a + b, temos

1 1 1
Rgg:0(:)—§a2+§b2—§(a+b)2+a(a+b):0(:>a:0.

A anélise dos restantes casos segue de forma analoga.
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