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Abstract

A Equação de Wong surge como a equação do movimento de uma partı́cula carregada num campo
de Yang-Mills clássico. Neste trabalho vamos estudar esta equação, derivando-a de duas formas difer-
entes, e mostrando assim a sua equivalência. Posteriormente, estudaremos a forma como uma carga
pontual em espaço-tempo plano gera um campo de Yang-Mills à sua volta e, no limite clássico com
grupo de estrutura SU(2), vamos resolver o problema a dois corpos, e provar que o problema a três
corpos admite soluções simétricas estáveis (ao contrário do caso eletromagnético). Adicionalmente,
faremos uma simulação numérica com base em métodos da mecânica celeste para poder estudar a
interação entre N partı́culas com carga de Yang-Mills através desta equação.
Palavras-chave: Equação de Wong, Teoria de Yang-Mills, Equação de Dirac

1. Introdução
A fı́sica teórica e a matemática aplicada têm uma tendência para, quando em colaboração, criar algu-
mas das teorias mais profundas sobre o Universo. De entre as muitas equações que surgiram para
modelar as interações fundamentais da Fı́sica, a Equação de Wong destaca-se como uma ferramenta
poderosa para descrever a dinâmica de partı́culas carregadas em campos de gauge não-abelianos.
Desenvolvida por S. K. Wong no final da década de 1960, e publicada a 21 de fevereiro de 1970 [1],
esta equação generaliza a clássica equação de Lorentz,

F⃗ = q(E⃗ + v⃗ × B⃗) , (1)

para partı́culas sujeitas a interações mediadas por campos diferentes do eletromagnético: os chamados
campos de Yang-Mills.

Antes de escrever a Equação de Wong, alteremos ligeiramente a aparência da equação de Lorentz,
introduzindo a notação mais usual em Eletrodinâmica Clássica, de modo a tornar a ligação entre ambas
mais clara. Começamos por definir o Tensor de Faraday da seguinte forma:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , (2)

em que Aµ = (ϕ, A⃗) é o quadrivetor do potencial eletromagnético. As equações que permitem obter o
campo eletromagnético em termos deste potencial são:

B⃗ = ∇⃗ × A⃗ , E⃗ = −∂A⃗
∂t

− ∇⃗ϕ . (3)

Nesse caso, o tensor Fµν pode ser escrito matricialmente, como:

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 . (4)

É imediato verificar, por substituição direta, que a Equação de Lorentz pode ser escrita da seguinte
forma, usando a notação de Einstein:
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mẍµ = qFµν ẋν . (5)

A Equação de Wong surge, então, como uma generalização da equação do movimento de uma partı́cula
carregada em eletrodinâmica clássica, com duas modificações importantes:

• a carga torna-se um “vetor de carga”, com mais do que uma componente: terá uma componente
para cada dimensão do grupo de gauge.

• o tensor de Faraday passa a ter mais um ı́ndice, que novamente assume um valor diferente para
cada componente do grupo de gauge.

A equação do movimento passa então a ter o seguinte aspeto:

Dẋµ

dτ
= piFµν

i ẋν . (6)

Aqui, o lado esquerdo da equação denota a derivada covariante da velocidade, de forma a generalizar
a equação do movimento também para espaço-tempo curvo.

Neste artigo, vamos explorar a derivação matemática da Equação de Wong, explorar casos simples
onde ela pode ser resolvida, no limite de baixas velocidades, e desenvolver uma simulação numérica
para um sistema de N partı́culas com campo com grupo de gauge SU(2). A nossa abordagem vai ser
a seguinte: nas primeiras duas secções, vamos derivar a Equação de Wong de dois pontos de vista
diferentes, o primeiro através da teoria de Kaluza-Klein (que é à partida clássica), e o segundo através
da equação de Dirac (calculando o valor médio da aceleração). Na secção 4, tiramos o limite de baixas
velocidades da equação de Wong, e resolvemos a equação para o caso simples do problema a 2 corpos
e para uma certa configuração do problema a 3 corpos. De seguida, na secção 5, apresentaremos os
métodos computacionais utilizados para realizar a simulação numérica, e na secção 6 concluı́mos com
os resultados e as reflexões que podemos fazer sobre estes.

2. A perspetiva Kaluza-Klein
A Teoria de Kaluza-Klein, proposta por Theodor Kaluza em 1921 [2] e refinada por Oskar Klein em
1926 [3], foi uma das primeiras tentativas de unificar a teoria da Relatividade Geral e a Eletrodinâmica
Clássica. Esta unificação é feita através da introdução de uma quinta dimensão espacial que, ao
contrário das outras, se encontra compactificada. Esta ideia de “dimensões-extra compactificadas”
tornou-se, famosamente, um pilar conceptual da Teoria de Cordas. Nesta secção vamos ver explicita-
mente como é que esta simples ideia permite, de forma surpreendente, obter a teoria do eletromag-
netismo, incluindo as Equações de Maxwell e a Equação de Lorentz.

O postulado principal da teoria de Kaluza-Klein é, então, a proposta de um espaço-tempo com 5
dimensões, M5 = M4 × S1, onde M4 é o espaço-tempo quadridimensional e S1 é a circunferência
unitária (que corresponde a um grupo de Lie compacto). A métrica 5D é escrita como:

gAB =

(
gµν + ϕAµAν ϕAµ

ϕAν ϕ

)
, (7)

onde:

• A,B = 0, 1, 2, 3, 4 (ı́ndices 5D),

• µ, ν = 0, 1, 2, 3 (ı́ndices 4D),

• gµν é uma métrica 4D,

• Aµ é o campo de gauge,

• ϕ é o dilatão (um campo escalar).

Neste caso, podemos escrever o elemento de linha como:

ds2 = gµνdx
µdxν + ϕ

(
dx4 +Aµdx

µ
)2
. (8)

A partir deste momento, começamos a fazer algumas simplificações:

2



• em primeiro lugar, impomos a condição cilı́ndrica, isto é, que a métrica não dependa da coorde-
nada x4. Por outras palavras, ∂/∂x4 é um campo de Killing.

• em segundo lugar, impomos que o dilatão seja constante, i.e. ϕ = cte. Esta condição pode ser in-
tepretada fisicamente como requerer que a interação eletromagnética tenha uma ”força” constante
em todo o espaço-tempo.

Estas simplificações facilitam consideravelmente a análise do problema. Agora que temos uma
métrica bem definida, podemos determinar as geodésicas e a curvatura associadas a esta.

Comecemos com as geodésicas. Partimos, como usualmente, do Lagrangiano obtido a partir da
métrica:

L = gµν ẋ
µẋν + ϕ(ẋ4 +Aµẋ

µ)2. (9)

A condição cilı́ndrica leva a que a equação de Euler-Lagrange para a coordenada x4 seja a mais sim-
ples, pelo que a escrevemos em primeiro lugar:

∂L

∂x4
− d

dt

(
∂L

∂ẋ4

)
= 0 =⇒ d

dt

(
2ϕ(ẋ4 +Aµẋ

µ)
)
= 0

=⇒ ϕ(ẋ4 +Aµẋ
µ) ≡ q = cte. (10)

Relativamente às restantes equações, podemos utilizar (10) para as colocar na forma da equação
de Lorentz, sendo que os detalhes são deixados para o Apêndice 1. Resumidamente:

∂L

∂xα
− d

dt

(
∂L

∂ẋα

)
=⇒ ẍλ + Γλ

µν ẋ
µẋν = qgλαFαν ẋ

ν ⇒ Dẋµ

dτ
= qFµν ẋν , (11)

que é precisamente a força de Lorentz para um espaço-tempo curvo. Concluı́mos que, nesta var-
iedade 5-dimensional abstrata, o movimento ao longo de geodésicas corresponde ao movimento de
uma partı́cula carregada ao responder a um campo eletromagnético Aµ.

Repare-se que, para o grupo de gauge S1, a equação (11) já é de facto a equação de Wong. Um
resultado talvez ainda mais impressionante, e que apresentaremos apenas para S1, é o facto de que
a condição G̃µν = 0, em que G̃µν é o tensor de curvatura de Einstein para a variedade 5-dimensional,
na realidade se traduz nas equações de campo de Einstein para o campo eletromagnético Aµ. A
demonstração é extremamente computacional e pode ser consultada no Apêndice 2, caso o leitor queira
tentar reproduzir o resultado; de qualquer modo, tem-se que:

G̃µ4 =
1

2
ϕ∇αFαµ ; (12)

G̃µν = Gµν − 1

2
ϕ

(
FµαF

α
ν +

1

4
FαβF

αβgµν

)
. (13)

Quando impomos a condição Ĝµν = 0, para µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4, obtemos duas das equações de
Maxwell e as Equações de Campo de Einstein, respetivamente, a partir de (12) e (13), para uma valor
apropriado do dilatão (que na equação (13) multiplica o tensor energia-momento do campo electro-
magnético).

Agora que lidámos com o caso mais simples do eletromagnetismo, com grupo de gauge S1, e vimos
como a teoria de Kaluza-Klein permite recuperar alguns resultados fundamentais da Eletrodinâmica
Clássica em espaço-tempo curvo, podemos colocar a questão: então e se em vez de S1 utilizássemos
um grupo de Lie compacto arbitrário, G? Foi Ryszard Kerner [4] quem colocou pela primeira vez esta
questão, e verificou que isto dá origem à versão clássica de uma teoria de Yang-Mills. Começamos por
definir o elemento de linha de forma semelhante àquela feita anteriormente:

ds2 = gµνdx
µdxν + g̃ab(dy

a +Aa
µdx

µ)(dyb +Ab
νdx

ν) , (14)

em que agora, em vez de apenas um campo A, temos os campos Aa, a = 1, ..., N , em que N = dimG.
Estes campos Aa serão os nossos campos de Yang-Mills. Aqui assumimos que gµν é independente
das coordenadas ya em G, e que g̃ab é uma métrica bi-invariante em G, independente das coordenadas
xµ em M .

Podemos escrever o Lagrangiano correspondente,
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L = gµν ẋ
µẋν + g̃ab(ẏ

a +Aa
µẋ

µ)(ẏb +Ab
ν ẋ

ν) , (15)

mas, antes de escrever as equações de Euler-Lagrange, devemos fazer uma mudança de coordenadas
no fibrado tangente. Definimos o referencial ortonormado {Xa} de campos invariantes à esquerda em
G. Uma vez que a métrica é bi-invariante, as constantes de estrutura Cc

ab, definidas por [Xa, Xb] =
Cc

abXc, são totalmente anti-simétricas (e não apenas nas entradas a e b), isto é:

Ca
bc = −Cb

ac . (16)

Mantendo então as coordenadas originais no espaço-tempo, obtemos um novo Lagrangiano:

L̂ = L̂(x0, . . . , x3, y1, . . . , yN , ẋ0, . . . , ẋ3, w1, ..., wN ) = gµν ẋ
µẋν + δab(w

a +Aa
µẋ

µ)(wb +Ab
ν ẋ

ν) . (17)

Como mudamos de coordenadas no fibrado tangente, mas não na variedade, as equações de Euler-
Lagrange para o Lagrangiano associado ao elemento de linha assumem um aspeto um pouco diferente
(ver por exemplo [5]):

d

dt

(
∂L̂

∂wa

)
= Xa · L̂+ Cc

abw
b ∂L̂

∂wc
. (18)

Para obter a equação de Wong a partir daqui, temos de seguir um caminho mais subtil que anterior-
mente. Em primeiro lugar, definimos o vetor de carga:

pa =
∂L̂

∂wa
= wa +Aa

µẋ
µ . (19)

É relativamente simples encontrar uma equação para ṗa através das equações de Euler-Lagrange:

ṗa = Xa · L̂+ Cc
abw

b ∂L̂

∂wc
= 0 + Cc

abw
bpc = Cc

abw
b (wc +Acµẋ

µ)

=⇒ ṗa = Cc
abw

bAcµẋ
µ = Cc

ab

(
pb −Ab

µẋ
µ
)
Acµẋ

µ

=⇒ ṗa = pbC
b
caA

c
µẋ

µ . (20)

Note-se que, ao contrário do que aconteceu no caso eletromagnético, aqui não existe conservação da
carga. Em geral, o vetor de carga poderá “rodar” ao longo do tempo.

A partir daqui, a demonstração torna-se bastante semelhante à da equação de Lorentz, com a
diferença de que será necessário definir um novo tensor, chamado tensor de campo, que generaliza o
tensor de Faraday introduzido em (2):

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + Ca

cbA
c
µA

b
ν . (21)

Deste modo, de uma forma muito semelhante à demonstração de (11) e uilizando a expressão (19),
chegamos finalmente a:

Dẋµ
dτ

= paF
a
µν ẋ

ν , (22)

a equação de Wong. Para os restantes detalhes computacionais, o leitor pode consultar o Apêndice 3.
Chegámos assim ao resultado pretendido – a Equação de Wong – tendo encontrado alguns outros

resultados igualmente interessantes pelo caminho. Poder-se-ia, de igual modo, determinar o tensor
de Einstein para um grupo de Lie compacto G arbitrário; o cálculo, embora mais complicado, é muito
semelhante ao apresentado no Apêndice 2. Estamos, então, na posição de poder explorar uma outra
perspetiva sobre a equação de Wong: a perspetiva de Dirac.
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3. A perspetiva de Dirac
Segundo esta perspetiva, que foi aquela originalmente explorada por Wong, a equação surge como um
limite clássico da equação de Dirac para uma partı́cula sujeita a um campo de Yang-Mills. As teorias de
Yang-Mills [6] estão na base do nosso conhecimento àcerca do Modelo Padrão da fı́sica de partı́culas,
e a equação de Dirac para uma partı́cula sujeita a um destes campos é:(

i/∂ − iqTa /A
a −m

)
ψ(x) = 0 , (23)

onde {Ta} é uma base para g = Lie(G), sendo G o grupo de gauge. Para simplificar, começamos por
ver como é que este limite funciona para o caso mais simples da equação de Schrödinger, e só depois
tratamos do caso geral da equação de Dirac.

Consideramos ℏ = 1 e escrevemos a equação de Schrödinger:

i

(
∂

∂t
+ qϕa Ta

)
ψ = −

(
1

2m
(∇− qA⃗aTa)

2

)
ψ

⇐⇒ i
∂

∂t
ψ =

[
− 1

2m

(
∇− qA⃗aTa

)2
− iqϕaTa

]
ψ , (24)

em que Aa = (ϕa, A⃗a). Note-se que, no caso do eletromagnetismo (G = U(1) ⇒ g = iR) a escolha
usual é T1 = i. Aquilo que vamos querer obter é uma expressão para d⟨v̂⟩

dt , onde ainda temos de definir
o operador v̂, que deve ser entendido como o operador velocidade.

Utilizando a equação de Heisenberg,

d

dt
⟨Q⟩ = i⟨[H,Q]⟩+

〈
∂Q

∂t

〉
, (25)

aplicada ao nosso potencial de Yang-Mills, temos:

d

dt
⟨x̂⟩ = i

〈[
− 1

2m

(
∇− qÂaTa

)2
− iqϕaTa, x̂

]〉
+ 0

= − i

2m

〈[
(∇− qÂaTa), (∇− qÂaTa)

]
· x̂
〉

= − i

2m

〈
∇− qÂaTa ·

[
∇− qÂaTa, x̂

]〉
− i

2m

〈[
∇− qÂaTa, x̂

]
· ∇ − qÂaTa

〉
⇒ d⟨x̂⟩

dt
= − i

m

〈
∇− qÂaTa

〉
. (26)

Faz sentido, portanto, definirmos o operador velocidade da seguinte forma:

v̂ =
1

im
(∇− qÂaTa) . (27)

Repetindo o mesmo processo para o operador v̂, e assumindo que os campos variam no tempo de
forma lenta, obtemos uma expressão relativamente mais complicada, cuja derivação se encontra no
Apêndice 4:

d⟨v̂⟩
dt

=
q

i
⟨v̂⟩ × ⟨∇ × (A⃗aTa)⟩+

q2

i
⟨(⟨v̂⟩ · A⃗a)A⃗bCc

abTc⟩ −
q

i
⟨(∇ϕa + ∂A⃗a

∂t
)Ta⟩ −

q2

i
⟨ϕaA⃗bCc

abTc⟩ . (28)

Definindo agora ψa = −i⟨Ta⟩, e usando a fórmula (⟨v̂⟩ · A⃗a)A⃗bCc
ab = − 1

2 ⟨v̂⟩ × (A⃗a × A⃗b) · Cc
ab, obtemos

então:

m
d⟨v̂⟩
dt

= qψa

[
−∇ϕa − ∂A⃗a

∂t
− qCa

bcϕ
bA⃗c + ⟨v̂⟩ × (∇× A⃗a − q

2
Ca

bcA⃗
b × A⃗c)

]
, (29)

que (embora não pareça à primeira vista) já tem um aspeto bastante agradável: os primeiros dois
termos dentro de parêntesis do lado direito parecem poder corresponder a um campo elétrico E⃗a, e
o penúltimo termo parece corresponder a um campo magnético B⃗a. De facto, se as constantes de
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estrutura fossem nulas, o grupo de Gauge seria U(1)× · · · ×U(1), e terı́amos simplesmente N campos
eletromagnéticos E⃗a e B⃗a, como estarı́amos à espera! No entanto, tal não é o caso, e temos de
generalizar um pouco a nossa definição destes dois campos vetoriais:

E⃗a = −∇ϕa − ∂A⃗a

∂t
− qCa

bcϕ
bA⃗c ,

B⃗a = ∇× A⃗a − q

2
Ca

bcA⃗
b × A⃗c .

Deste modo, identificando ⟨v̂⟩ com v⃗ a velocidade clássica de uma partı́cula, obtemos (novamente) a
equação de Wong, desta vez escrita em notação vetorial:

m
dv⃗

dt
= qψa

(
E⃗a + v⃗ × B⃗a

)
. (30)

Escrita deste modo, é evidente a relação entre a equação de Wong e a força de Lorentz. Resta ape-
nas perceber como evoluirá no tempo a variável ψa = 1

i ⟨Ta⟩. Os cálculos são relativamente parecidos
com os efetuados anteriormente, utilizando a equação de Heisenberg, e encontram-se no Apêndice 5.
No final, obtemos a expressão:

dψa

dt
= iq⟨(v⃗ · A⃗c − ϕc)Cb

caTb⟩ . (31)

Assumindo, novamente, que os campos variam de forma lenta, e notando que i⟨Tb⟩ = −ψb e que
(ϕc − v⃗ · A⃗c) = −ẋµAc

µ podemos reescrever a equação como:

dψa

dt
= −ẋµAc

µC̃
b
caψb , (32)

que é a equação de Wong para o vetor de carga ψa, podendo agora ser comparada com a equação
análoga, na perspetiva de Kaluza-Klein (20).

Note-se que, no caso do eletromagnetismo, ψa é constante e portanto, segundo a convenção indi-
cada acima, ψa = 1

i T1 = 1
i · i = 1. Desta forma, substituindo ψa = 1 em (30), recuperamos verdadeira-

mente a equação de Lorentz para uma partı́cula com carga q, como esperado.
Agora, repetimos o processo, mas para a equação de Dirac (23). Para evitar confusão com outras

convenções, vamos definir:

β = γ0 , α⃗ = γ0 ·
(
γ1, γ2, γ3

)
= β · γ⃗ . (33)

Começamos por manipular a fórmula de modo a encontrar o Hamiltoniano:(
i/∂ − iqTa /A

a −m
)
ψ(x) = 0 ⇔ (iγµ∂

µ − iqTaγµA
aµ −m)ψ(x) = 0

⇔
(
iβ∂t + iβ α⃗ · ∇+ iqTaβϕ

a − iqβ α⃗ · A⃗aTa −m
)
ψ(x) = 0

⇔ iβ
∂ψ

∂t
=
(
−iβ α⃗ · ∇ − iqTaβϕ

a + iqβ α⃗ · A⃗aTa +m
)
ψ(x)

⇔ i
∂ψ

∂t
=
(
−i α⃗ · ∇ − iqTaϕ

a + iq α⃗ · A⃗aTa + βm
)
ψ(x)

=⇒ Ĥ = −i α⃗ · ∇ − iqTaϕ
a + iqα⃗ · A⃗aTa + βm . (34)

Deste modo, podemos utilizar a fórmula de Heisenberg (25) para determinar a evolução dos valores
médios. Neste caso, as contas são consideravelmente mais simples do que na equação de Schrödinger.
Começamos por determinar o operador velocidade:

d

dt
⟨x⃗⟩ = i⟨[H, x⃗]⟩ = i

〈[
−i α⃗ · ∇ − iqTaϕ

a + iqα⃗ · A⃗aTa + βm, x⃗
]〉

= ⟨[α⃗ · ∇, x⃗]⟩ = ⟨α⃗⟩ .

Por isso, faz sentido definir o operador:
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v⃗ = α⃗ . (35)

Com isto, podemos imediatamente encontrar a evolução temporal do vetor de carga Ta:

d

dt
⟨Ta⟩ = i⟨[H,Ta]⟩

= i
〈[

−i α⃗ · ∇ − iqTcϕ
c + iqα⃗ · A⃗cTc + βm, Ta

]〉
= −q

〈[
(−ϕc + v⃗ · A⃗c)Tc, Ta

]〉
= −qCb

ca⟨(−ϕc + v⃗ · A⃗c)Tb⟩ ,

de onde vemos que, definindo ψa = −i⟨Ta⟩ e usando −ϕc + v⃗ · A⃗c = ẋµAc
µ :

dψa

dt
= −qẋµAc

µC
b
caψb , (36)

ou seja, obtemos de novo a equação (32), a equação de Wong para a evolução da carga, com a
convenção de Dirac! Para obter a equação de Wong para a posição, temos de ter um pouco mais de
cuidado. Começamos por calcular a evolução do valor médio do momento:

d

dt
⟨pµ⟩ = i⟨[H, pµ]⟩ = i

〈[
−i α⃗ · ∇ − iqTaϕ

a + iqα⃗ · A⃗aTa + βm,−i∂µ
]〉

= −q
〈[

(−ϕa + v⃗ · A⃗a)Ta,−i∂µ
]〉

= iq
〈
[ẋνAa

νTa, ∂µ]
〉
= −iq ⟨Ta [∂µ, ẋνAa

ν ]⟩

=⇒ d

dt
⟨pµ⟩ = qψaẋ

ν∂µA
a
ν . (37)

Aqui a subtileza prende-se com o facto de não querermos a derivada do momento pµ, mas sim do
chamado momento mecânico:

πµ = pµ + iqTaA
a
µ . (38)

Para compreender o porquê desta diferença, temos de voltar atrás ao formalismo de Kaluza-Klein.
Incluindo a massa nas primeiras componentes da métrica, o Lagrangiano fica:

L̂ =
1

2

[
mgµν ẋ

µẋν + δab(w
a +Aa

µẋ
µ)(wb +Ab

ν ẋ
ν)
]
.

Calculando o momento canónico associado à variável xµ obtemos:

∂L̂

∂ẋµ
=

1

2

[
2mgµαẋ

α + 2Aa
µpa
]
= mẋµ + paA

a
µ .

Vemos portanto que o operador pµ é, em média, mẋµ + paA
a
µ. Como −iqTa é, novamente em média, o

vetor de carga pa = qψa, verificamos que πµ é realmente o momento mecânico.
Calculando o valor médio na equação (38) e derivando de ambos os lados, como sempre assumindo

que os campos variam de forma lenta:

d

dt
⟨πµ⟩ =

d

dt
⟨pµ⟩+ iq

d

dt
⟨TaAa

µ⟩ = · · · = qψaẋ
νF a

µν , (39)

onde

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − qCa

bcA
b
µA

c
ν , (40)

que é precisamente a equação de Wong para a posição de uma partı́cula! A demonstração de (39)
encontra-se no Apêndice 6.
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4. Relação entre as perspetivas
Devemos notar que a equação de Wong para a evolução da carga que determinámos através da per-
spetiva de Dirac difere daquela encontrada na perspetiva de Kaluza-Klein, por um fator de −q. Esta
diferença também é encontrada ao nı́vel do tensor F a

µν , já que os campos E⃗a, B⃗a diferem em ambas as
perspetivas, novamente, por um fator de −q nos termos não abelianos. Esta diferença é amplamente
encontrada na literatura, com o sinal concordante com a perspetiva de Dirac em fontes como [1], [7],
[8], e o sinal contrário em fontes como [4], [9], que seguem a perspetiva geométrica de Kaluza-Klein.

Embora não pareça à primeira vista, ambas as perspetivas são compatı́veis e descrevem o mesmo
fenómeno. De facto, se na perspetiva de Dirac definirmos

Aa
µ = −qAa

µ , (41)

que são as formas que definem a conexão no fibrado cujas secções são as funções de onda, vemos
que a curvatura desta conexão é

Fa
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + Ca

bcAb
µAc

ν = −q
(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − qCa

bcA
b
µA

c
ν

)
= −qF a

µν . (42)

Desta forma, a equação (39) para o movimento da partı́cula pode ser escrita como

d

dt
⟨πµ⟩ = −ψaẋ

νFa
µν , (43)

e a equação (36) para a evolução do vetor de carga pode ser escrrita como

dψa

dt
= ẋµAc

µC
b
caψb . (44)

Mudando do tempo de coordenadas para o tempo próprio como parâmetro, e fazendo as identificações

⟨πµ⟩ → mẋµ , ψa → −mpa , (45)

estas equações escrevem-se na forma

ẍµ = paẋ
νFa

µν , ṗa = ẋµAc
µC

b
capb , (46)

que, juntamente com (42), são precisamente as equações que surgem na perspetiva de Kaluza-Klein

5. Campo de Yang-Mills criado por uma partı́cula
Vimos, nos últimos dois capı́tulos, como obter a equação do movimento de uma partı́cula clássica
sujeita a um campo de Yang-Mills externo, através de dois pontos de vista distintos. No entanto, neste
artigo, não vamos querer apenas estudar o movimento de uma partı́cula, mas de várias, e, para tal,
devemos ter em conta que, tal como no eletromagnetismo, cada partı́cula carregada irá gerar um campo
em torno de si própria. Resta-nos descobrir uma equação para este campo.

Partimos da densidade Lagrangiana

L = −1

4
F a
µνF

µν
a + ψ̄ (iγµDµ −m)ψ (47)

que, usando a definição de F a
µν juntamente com Dµ = ∂µ + qTaA

a
µ, é igual a

L = −1

4
F a
µνF

µν
a + ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ + iqTaA

a
µj

µ , (48)

onde jµ = ψ̄γµψ é a 4-corrente. A partir daqui, usamos as equações de Euler-Lagrange:

∂ν

(
∂L

∂
(
∂νAa

µ

)) =
∂L
∂Aa

µ

(49)

para, após alguma manipulação algébrica pouco interessante, obter o seguinte resultado:

∂νF
aµν + qCa

bcA
c
νF

bµν = iqT ajµ . (50)
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Chamamos a este conjunto de equações diferenciais parciais as Equações de Yang-Mills. No limite
clássico, o termo do lado direito corresponde a uma fonte clássica de corrente de Yang-Mills dada pela
expressão

jaµ =

∫
R
iqT a(τ) żµ(τ) δ(4)(x− z(τ)) dτ . (51)

Ainda antes de passar à simulação numérica, queremos avaliar o limite de baixas velocidades para
esta equação. Pensemos primeiro no caso de U(1): neste caso, o limite de baixas velocidades cor-
responde à eletrostática, ou seja, a desprezar o efeito do campo magnético. Na prática, isto significa
assumir Aµ ≈ (A0, 0, 0, 0). O nosso limite será, então, Aa

µ ≈ (Aa
0 , 0, 0, 0). A componente µ = 0 das

equações de Yang-Mills fica:

∂νF
a0ν + qCa

bcA
c
νF

b0ν = ja0 , (52)

que, neste limite, com F a0i ≈ ∂iAa0 e ja0 ≈ iq
∑

i T
a
i δ

(3)(x⃗ − z⃗i(t)) (onde z⃗i(t) é a posição de cada
partı́cula ao longo do tempo, e T a

i a componente a do seu vetor de carga) fica:

∆Aa
0(t, x⃗) = iq

∑
i

T a
i δ

(3)(x⃗− z⃗ i(t)) .

Repare-se que, como os tensores F b são antissimétricos, os termos não-lineares desaparecem, o que
facilita imenso a análise do problema. Para aliviar notação, de ora em diante usamos qa = iqT a e
Aa

0 = ϕa. Deste modo, a equação fica:

∆ϕa(x⃗,t) =
∑
i

qai (t)δ
(3)(x⃗− z⃗ i(t)) . (53)

Para cada componente do potencial, obtivemos uma equação igual à do potencial eletroestático.
Como o Laplaciano do lado esquerdo da equação tem apenas parte espacial (isto é ∆ = ∂2x + ∂2y + ∂2z ),
o tipo de potencial ϕa obtido é semelhante ao potencial elétrico gerado por um conjunto de cargas:

ϕa(t, x⃗) = − 1

4π

∑
i

qa(t)

|x⃗− z⃗ i(t)|
. (54)

6. Problemas a 2 e 3 corpos
Agora que sabemos o potencial gerado por uma carga qa com posição z⃗(t),

ϕa(x⃗, t) = − 1

4π

qa(t)

|x⃗− z⃗(t)|
, (55)

podemos começar a estudar configurações concretas. Nesta secção, vamos começar por estudar o
problema a 2 corpos, no qual o interesse estará sobretudo na dinâmica das cargas. Posteriormente,
estudaremos o problema a 3 corpos, onde vamos mostrar que, ao contrário do caso eletromagnético,
existem órbitas simétricas.

Antes de mais, devemos fixar o nosso grupo de gauge G. Tanto para esta secção como para a
próxima, escolhemos usar o grupo de Lie compacto SU(2) = {U ∈ GLn(C) : U†U = I, detU = 1},
com álgebra de Lie dada por su(2) = {X ∈ gl2(C) : X† = −X, tr(X) = 0}. É fácil encontrar uma base
para su(2) tal que as constantes Cabc sejam dadas por:

Cabc = εabc =


1, se abc = 123, 231, 312

−1, se abc = 132, 213, 321

0, caso contrário
.

Como este espaço é tridimensional, utilizaremos a notação
⇀
q para denotar o vetor de carga. Notamos

que:
(x⃗× y⃗)a = εabcxayb ,

pelo que a equação de Wong para a evolução do vetor de carga
⇀
q j , correspondendo à j-ésima carga,

pode ser trabalhada:

q̇a,j = −qb,jCb
caA

c
µẋ

µ =⇒ q̇a,j = −εbcaqb,jϕa(x⃗, t) =
1

4π

∑
i ̸=j

εbcaqb,jq
c
i

|x⃗j − z⃗ i(t)|
=

1

4π

∑
i ̸=j

(
⇀
q i ×

⇀
q j)a

|x⃗j − z⃗i(t)|
,
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de onde, escrevendo |x⃗j − z⃗i(t)| = rij obtemos a (relativamente) simples expressão:

d

dt
(
⇀
q j) =

1

4π

∑
i̸=j

⇀
q i ×

⇀
q j

rij
. (56)

Esta expressão pode ser integrada, desde que saibamos como variam os rij . Para tal, utilizamos a
restante parte da equação de Wong, que em espaço-tempo plano é:

ẍµ,j = qa,jF
a
µν ẋ

ν = qa,j∂µϕ
a =⇒ ¨⃗x = ∇⃗(qa,jϕ

a) = − 1

4π
∇⃗

(
qa,j

∑
i

qai
|x⃗j − z⃗i|

)
=

1

4π

∑
i ̸=j

qa,jq
a
i

|x⃗j − z⃗i|3
(x⃗j−z⃗i)

=⇒ d2x⃗i
dt2

= − 1

4π

∑
i ̸=j

⇀
q i ·

⇀
q j

r2ij
r̂ij , (57)

onde r̂ij é o vetor unitário que aponta da carga i para a carga j. Comparemos com U(1): nesse caso,
terı́amos então que

d2x⃗i
dt2

= − 1

4π

∑
i ̸=j

qi · qj
r2ij

r̂ij , (58)

de tal modo que as cargas com o mesmo sinal se repelem e as cargas com sinal oposto se atraem.
Recuperamos deste modo o comportamento esperado para o campo eletromagnético.

Note-se que podemos já verificar duas leis de conservação:

• A carga total
⇀

Q =
∑

i

⇀
q i é constante.

• A norma euclidiana de cada vetor de carga, |⇀q i|, é constante.

As demonstrações destas leis são relativamente simples. Para a primeira, notamos que:

d

dt

⇀

Q =
∑
i

d

dt

⇀
q i =

1

4π

∑
i,j ̸=i

⇀
q j ×

⇀
q i

rij
= 0 ,

já que o numerador é antissimétrico e o denominador é simétrico à troca de i ↔ j. Para a segunda,
reparemos que:

|⇀q i|2 =
⇀
q i ·

⇀
q i =⇒ d

dt
|⇀q i|2 =

d

dt
(
⇀
q i ·

⇀
q i) = 2

⇀
q i ·

d

dt

⇀
q i =

1

2π

∑
j ̸=i

⇀
q i · (

⇀
q j ×

⇀
q i)

rij
= 0 ,

já que o numerador é identicamente nulo, termo a termo. Deste modo, concluı́mos que estas leis de
conservação, que observamos numericamente, são consequências diretas da estrutura teórica. Note-
se que estes resultados não indicam que as cargas não sejam dinâmicas: de facto, cada vetor de carga
⇀
q i varia no tempo, mas rodando, e nunca aumentando ou diminuindo a sua norma.

Foquemo-nos agora no problema a 2 corpos. Neste caso, vamos ter apenas duas partı́culas, cada
uma com massa mi, posição descrita pelo vetor r⃗i e vetor de carga

⇀
q i, i = 1, 2. Temos então um

conjunto de 12 equações diferenciais ordinárias:m1
d2r⃗1
dt2 = k

⇀
q 1·

⇀
q 2

|r⃗1−r⃗2|3 (r⃗1 − r⃗2)

m2
d2r⃗2
dt2 = k

⇀
q 1·

⇀
q 2

|r⃗1−r⃗2|3 (r⃗2 − r⃗1)
,


d
⇀
q 1

dt = −k
⇀
q 1×

⇀
q 2

|r⃗1−r⃗2|
d
⇀
q 2

dt = −k
⇀
q 2×

⇀
q 1

|r⃗1−r⃗2|

, (59)

com k = 1
4π . Efetuamos a seguinte mudança de variáveis nas cargas:{⇀

Q =
⇀
q1 +

⇀
q2

⇀
q =

⇀
q1 −

⇀
q2

, com equações

d
⇀
Q
dt = 0

d
⇀
q

dt = −k
⇀
q×

⇀
Q

|r⃗1−r⃗2|

.
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Estamos apenas a explicitar o facto de a soma das cargas ser constante, o que leva a que 3 das EDOs
sejam triviais. Isto leva a outra consequência: como

|
⇀

Q|2 = |⇀q1 +
⇀
q2|2 = |⇀q1|2 + |⇀q2|2 + 2

⇀
q1 ·

⇀
q2 ,

e |
⇀

Q|2, |⇀q1|2, |
⇀
q2|2 são constantes, então

⇀
q1 ·

⇀
q2 é também constante. Vejamos como escrevê-la em termos

de
⇀

Q,
⇀
q :

⇀
q1 ·

⇀
q2 =

⇀

Q+
⇀
q

2
·
⇀

Q− ⇀
q

2
=

1

4
(|
⇀

Q|2 − |⇀q |2) = −|⇀q |2 − |
⇀

Q|2

4
≡ −S .

Deste modo, o nosso conjunto original de equações fica:
m1

d2r⃗1
dt2 = −kS r⃗1−r⃗2

|r⃗1−r⃗2|3 = −m2
d2r⃗2
dt2

d
⇀
Q
dt = 0

d
⇀
q

dt = −k
⇀
q×

⇀
Q

|r⃗1−r⃗2|

. (60)

Repare-se que a dinâmica das partı́culas reduz-se a um simples problema a dois corpos com potencial

de Coulomb. Este potencial admite órbitas estáveis desde que S = |⇀q |2−|
⇀
Q|2

4 > 0, ou, talvez de forma
mais intuitiva,

⇀
q1 ·

⇀
q2 < 0. Podemos aplicar as técnicas standard de resolução do problema a dois corpos

com potencial central de Coulomb [10]: definimos as variáveis{
R⃗ = m1r⃗1 +m2r⃗2

r⃗ = r⃗1 − r⃗2
, (61)

de tal modo que as equações do movimento passam a ser:{
d2R⃗
dt2 = 0
d2r⃗
dt2 = −kS

µ
r⃗

|r⃗|3
, (62)

onde µ = m1m2

m1+m2
é a massa reduzida. Tendo trivializado mais 3 das EDOs, chegamos ao conjunto final

de equações não triviais: 
d2r⃗
dt2 = −kS

µ
r⃗

|r⃗|3

d
⇀
q

dt = −k
⇀
q×

⇀
Q

|r⃗|

. (63)

Repare-se que a primeira equação está completamente desacoplada da segunda, pelo que podemos
resolvê-la em primeiro lugar, e usar o r⃗ resultante para resolver a última. A primeira equação, assumindo
S > 0, é um problema de Kepler com constante kS

µ . Este é um problema clássico: as soluções são
órbitas elı́pticas fechadas, com parâmetros da elipse que dependem da constante kS

µ e das condições
iniciais. Em geral, o problema de Kepler não admite uma expressão simples para r⃗(t), sendo necessário
fazer uma mudança de variáveis no tempo; no entanto, isso não constitui um problema para analisar a
dinâmica de

⇀
q : chamando r(t) a |r⃗(t)|, temos

d
⇀
q

dt
= − k

r(t)

⇀
q ×

⇀

Q =
k|

⇀

Q|
r(t)

⇀

Q′ × ⇀
q ,

onde
⇀

Q′ =
⇀
Q

|
⇀
Q|

. Podemos escrever
⇀

Q′ × ⇀
q na forma matricial:

⇀

Q′ × ⇀
q =

Q′
1

Q′
2

Q′
3

×

q1q2
q3

 =

Q′
2q3 −Q′

3q2
Q′

3q1 −Q′
1q3

Q′
1q2 −Q′

2q1

 =

 0 −Q′
3 Q′

2

Q′
3 0 −Q′

1

−Q′
2 Q′

1 0

q1q2
q3

 ≡ [
⇀

Q′]× · q⃗ ,

pelo que ficamos com a equação diferencial linear

d
⇀
q

dt
=
k|

⇀

Q|
r(t)

[
⇀

Q′]× · q⃗ . (64)
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Esta equação tem como solução:

⇀
q (t) = exp

(
k|

⇀

Q|
∫ t

t0

ds

r(s)
[
⇀

Q′]×

)
⇀
q 0 . (65)

Isto significa que, independentemente da órbita, o vetor de carga
⇀
q roda em torno do vetor de carga

total normalizado
⇀

Q′, com perı́odo de rotação T dado pela equação integral:

2π = k|
⇀

Q|
∫ T

0

ds

r(s)
=⇒

∫ T

0

ds

r(s)
=

2π

k|
⇀

Q|
.

Por exemplo, para o caso de uma órbita circular, temos que r(t) = r0 = cte, logo:∫ T

0

ds

r(s)
=
T

r0
=

2π

k|
⇀

Q|

=⇒ T =
2πr0

k|
⇀

Q|
. (66)

Passamos agora para o caso do problema a 3 corpos. Devido à complexidade deste tipo de prob-
lemas, não nos propomos a fazer o tratamento geral que efetuámos para o problema com apenas 2

cargas. Faremos a simplificação m1 = m2 = m3 ≡ m, juntamente com |⇀q1| = |⇀q2| = |⇀q3| = q, e
estaremos interessados em estudar órbitas nas quais as posições dos 3 corpos formem um triângulo
equilátero - as chamadas órbitas de Lagrange.

Uma solução possı́vel é aquela esboçada na figura abaixo. Os vetores a verde simbolizam os
vetores de carga e, num instante inicial, todas as cargas encontram-se a uma distância r0 da origem, e
com uma velocidade de módulo v0, tangente à circunferência delineada a preto.

Figure 1: Exemplo de órbita possı́vel

Assumimos também que, como indicado na figura, cada vetor de carga aponta radialmente para fora,
fazendo um ângulo α com o plano xy. Esta representação é, claro, arbitrária, já que os vetores de carga
vivem num espaço abstrato; é no entanto útil, pelo que vamos utilizá-la.

Devido à simetria da configuração inicial imposta, um sistema com esta configuração inicial deverá,
em todo o instante t, manter cada partı́cula à mesma distância r(t) da origem, fazendo os vetores
posição destas sempre o mesmo ângulo inicial de 120º. Temos portanto que este tipo de órbitas, por
mais possivelmente instáveis que sejam, são possı́veis. Repare-se que isto não seria possı́vel no
caso eletromagnético, dada a nossa imposição |⇀q1| = |⇀q2| = |⇀q3| = q. Resta-nos agora determinar
propriedades destas órbitas, e condições para que sejam fechadas.

Comecemos por determinar a força que cada carga sente. Cada uma das cargas encontra-se a
uma distância d =

√
3r das duas restantes. Decompondo cada vetor de carga nas suas componentes

vertical e no plano dos zz,
⇀
q =

⇀
qz +

⇀
q xy, temos que o produto interno entre duas cargas é dado por:

⇀
q1 ·

⇀
q2 = (

⇀
qz +

⇀
q 1xy) · (

⇀
qz +

⇀
q 2xy) = |⇀qz|2 + cos(2π/3)|⇀q xy|2 = |⇀q xy|2

(
tan2(α)− 1

2

)
.
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Note-se que não há qualquer ambiguidade na notação usada, já que claramente |⇀q 1xy|2 = |⇀q 2xy|2.
Ambas as cargas exercem, na partı́cula, uma força proporcional a esta quantidade, mas em direções
diferentes; estas forças combinam para dar origem à força total:

F⃗T = F⃗1 + F⃗2 = k

⇀
q1 ·

⇀
q2

d212
d̂12 + k

⇀
q1 ·

⇀
q3

d213
d̂13 = k

|⇀q xy|2
(
tan2(α)− 1

2

)
3r2

(d̂12 + d̂13)

=⇒ F⃗T = k

√
3

3

|⇀q xy|2
(
tan2(α)− 1

2

)
r2

r̂ . (67)

Isto corresponde novamente a um problema kepleriano do tipo F⃗ = −k′ · r̂/r2, desta vez com:

k′ = k

√
3

3
|⇀q xy|2

(
1

2
− tan2(α)

)
, (68)

pelo que, sob determinadas condições iniciais, teremos novamente órbitas elı́pticas desde que 1
2 −

tan2(α) > 0 =⇒ tan2(α) < 1
2 . Repare-se que isto é consequência do facto de que, quando α =

arctan(
√
2/2), os vetores de carga são todos ortogonais, e portanto não interagem.

Tendo o valor de k′, os cálculos para obter parâmetros da órbita, como o perı́odo, são idênticos aos
da mecânica celeste kepleriana. O semieixo maior da órbita é dado por:

a =
k′r0

2k′ −mv20r0
, (69)

e a partir deste valor podemos usar a 3ª Lei de Kepler para determinar o perı́odo:

T = 2π

√
a3m

k
= 2π

√
mk2r30

(2k −mv0r0)3
. (70)

7. Metodologia computacional
Discutimos agora a a simulação numérica de um sistema com N partı́culas. Iniciamos a integração no
instante t = 0, e fazemo-la evoluir com parâmetro temporal t. As partı́culas são geradas inicialmente
numa caixa com lado L, da qual não podem escapar: se uma partı́cula ultrapassar a fronteira da caixa,
a sua velocidade nessa direção é invertida. Cada partı́cula tem vetor de carga com norma euclidiana
igual, |⇀q |, a apontar numa direção aleatória, gerada de tal forma que

∑
i

⇀
q i = 0. A simulação corre até

ao instante t = T . O algoritmo seguido foi o seguinte:

• Se t = 0, aplicam-se as condições iniciais;

• Se t = tn ̸= 0, determinamos as posições e velocidades de cada partı́cula para esse instante;

• Avançamos para o instante tn+1 = t+ ϵ;

• Determinamos o vetor de carga para esse instante;

• Avançamos para o instante tn+2

• Repetimos até que t = T .

Para controlar a perda de precisão, que é inevitável em qualquer simulação , utilizámos o valor da
energia mecânica total, E = Ekin+Epot, que deve ser conservado neste sistema. Este parâmetro indica
o quão fiável é o comportamento exibido pela simulação. Para minimizar o valor |E(t = 0)− E(t = T )|
(que idealmente seria 0) aplicamos algumas técnicas numéricas, como a implementação de um método
Runge-Kutta 4. A mais interessante destas técnicas é a utilização de um parâmetro ϵ dependente das
condições da simulação, isto é, para cada instante tn:

ϵ =

∑
i ̸=j

1

rij

−1

dt, (71)
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Figure 2: Interface da Aplicação

para dt fixo. Deste modo, quanto mais próximas as cargas estiverem, maior será 1
rij

e, consequente-
mente, menor será o parâmetro ϵ. Este controlo dinâmico do passo de tempo reduz o erro da simulação
quando as cargas estão próximas, e resulta numa maior conservação da energia.

Desenvolvemos uma pequena aplicação em Python para ter uma interface com a qual interagir:
Através deste menu, podemos escolher o número de partı́culas, o número de passos na simulação, o

passo de tempo dt e a semente aleatória. No final da simulação, geramos uma animação das partı́culas
a interagir entre si. Cada partı́cula é representada no espaço como uma pequena esfera ligada a um
vetor tridimensional (o vetor de carga). Os parâmetros da animação que podem ser escolhidos no menu
são o trail length (o comprimento do rasto deixado por cada partı́cula, de forma a tornar mais perceptı́vel
a sua trajetória) e o animation interval, que controla a velocidade da animação.

8. Resultados e conclusões
Os resultados que se seguem dizem respeito a simulações com variações de energia inferiores a
5%. Entre cada simulação, variámos bastantes parâmetros, não apenas o número de partı́culas ou
a duração da simulação, como também o comprimento da caixa ou a norma euclidiana dos vetores de
carga.

As equações a que chegamos, e que resolvemos numericamente, são o limite clássico e de baixas
velocidades de uma teoria de Yang-Mills quântica. É precisamente este tipo de teorias que modela as
interações fundamentais conhecidas: a força eletromagnética, a força nuclear fraca e a força nuclear
forte. Para esta última, existe um fenómeno experimental, chamado ”confinamento de cor”, que ainda
não apresenta uma explicação teórica consensual: as partı́culas carregadas para a interação forte só
são observadas em pares ou triplos com carga total nula. Uma questão natural é, então, se na nossa
simulação, desde que esta seja longa o suficiente, as partı́culas se agrupam em pares ou triplos com
carga nula. Como os vetores de carga não são constantes no tempo, podendo rodar, poderia ser o
caso de eles se reorientarem de modo a causar o confinamento.

Após termos feito um estudo detalhado, com base em diversas simulações, concluı́mos que em
nenhuma delas se verificou o fenómeno do confinamento de cor. De facto, na maior parte dos casos,
as partı́culas agrupavam-se momentaneamente em pares, e por vezes triplos; mas estes conjuntos não
tinham carga nula, nem eram estáveis, desfazendo-se rapidamente à aproximação de outra carga.

Com este trabalho, conseguimos fornecer duas demonstrações rigorosas da Equação de Wong,
uma partindo de uma teoria geométrica de Kaluza-Klein, e a outra tirando o limite clássico da equação
de Dirac numa teoria de Yang-Mills. Neste último caso, é mesmo a primeira vez que uma prova rigorosa
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é apresentada. Além disso, determinámos as equações de Yang-Mills, bem como o seu limite de baixas
velocidades, e tivemos a oportunidade de verificar várias previsões teóricas numa simulação numérica.
Neste limite, não observámos indı́cios de confinamento. Como trabalho futuro, seria relevante explorar
simulações para o grupo SU(3), e incorporar a dinâmica do campo de Yang-Mills em vez de usar a
aproximação dos potenciais estáticos. Deste modo, será possı́vel determinar com maior precisão a
dinâmica do sistema.

Apêndices

Apêndice 1
Aqui encontra-se a derivação da Equação de Wong para o eletromagnetismo:

∂L

∂xα
=

d

dt

(
∂L

∂ẋα

)
=⇒ (∂αgµν) ẋ

µẋν + 2ϕ
(
ẋ4 +Aµẋ

µ
)
∂αAν ẋ

ν =
d

dt

(
2gµαẋ

µ + 2ϕ
(
ẋ4 +Aµẋ

µ
)
Aα

)
=⇒ (∂αgµν) ẋ

µẋν + 2q (∂αAν ẋ
ν) =

d

dt
(2gµαẋ

µ + 2qAα)

=⇒ 1

2
∂αgµν ẋ

µẋν + q∂αAν ẋ
ν = gµαẍ

µ + ∂νgµαẋ
ν ẋµ + q∂νAαẋ

ν

=⇒ gµαẍ
µ +

1

2
(2∂νgµα − ∂αgµν) ẋ

µẋν = qFαν ẋ
ν =⇒ ẍλ + Γλ

µν ẋ
µẋν = qgλαFαν ẋ

ν

⇒ Dẋµ

dτ
= qFµν ẋν .

Apêndice 2
Começamos por determinar os sı́mbolos de Christoffel, através das equações que determinámos para
as geodésicas. Obtemos os seguintes resultados:

• Γ̃λ
µν = Γλ

µν − g̃44
2

(
AµF

λ
ν +AνF

λ
µ

)
;

• Γ̃λ
4ν = − 1

2 g̃44F
λ
ν ;

• Γ̃4
µν =

∂νAµ+∂µAν

2 −AλΓ̃
λ
µν ;

• Γ̃4
4µ = AλΓ̃

λ
4ν ;

• Γ̃4
44 = 0 .

A partir destes sı́mbolos, podemos computar o tensor de Ricci, através da fórmula:

R̃µν = ∂αΓ̃
α
µν − ∂ν Γ̃

α
µα + Γ̃α

µν Γ̃
β
αβ − Γ̃α

µβΓ̃
β
να .

Substituindo os sı́mbolos Γ̃λ
µν pelas suas respetivas expressões, usando software simbólico e tra-

balhando na gauge onde Aµ = 0 (mas ∂µAν ̸= 0, em geral), chegamos ao resultado:

• R̃µν = Rµν − 1
2 g̃44FµλFν

λ ;

• R̃µ4 = − 1
2 g̃44∇λFµ

λ ;

• R̃44 = − 1
4 g̃

2
44FµνF

µν .

A partir daqui, podemos também calcular a curvatura escalar:

R̃ = R− 1

4
g̃44FµνF

µν .

Deste modo, sendo o tensor de Einstein G̃AB = R̃AB − 1
2 R̃g̃AB , recuperamos as expressões:

G̃µν = Gµν − 1

2
g̃44

(
FµαF

α
ν +

1

4
FαβF

αβgµν

)
;

G̃µ4 =
1

2
g̃44∇αFαµ .
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Apêndice 3
Aqui devemos usar a equação de Euler-Lagrange usual. Começamos por determinar ∂L̂

∂xα :

∂L̂

∂xα
=

1

2

[
gµν,αẋ

µẋν + δij
(
Ai

µ,αẋ
µpj +Aj

ν,αẋ
νpi
)]

=
1

2
gµν,αẋ

µẋν +Aa
µ,αẋ

µpa .

De seguida, determinamos ∂L̂
∂ẋα :

∂L̂

∂ẋα
=

1

2
[2gµαẋ

µ + 2Aa
αp

a] = gµαẋ
µ +Aa

αp
a ,

de modo que:

d

dt

∂L̂

∂ẋα
=

d

dt
(gµαẋ

µ +Aa
αp

a) = gµα,ν ẋ
µẋν + gµαẍ

µ +Aa
αṗ

a +Aa
α,µẋ

µpa .

A equação de Euler-Lagrange diz-nos então que

gµα,ν ẋ
µẋν + gµαẍ

µ +Aa
αṗ

a +Aa
α,µẋ

µpa =
1

2
gµν,αẋ

µẋν +Aa
µ,αẋ

µpa

=⇒ ẍα + gµα,ν ẋ
µẋν − 1

2
gµν,αẋ

µẋν = Aa
µ,αẋ

µpa −Aa
αṗ

a −Aa
α,µẋ

µpa .

Do lado esquerdo, claro está, temos a derivada covariante Dẋα

dτ . Do lado direito, substituindo a ex-
pressão encontrada anteriormente para ṗa, temos:

Aa
µ,αẋ

µpa −Aa
αṗ

a −Aa
α,µẋ

µpa = (Aa
µ,αp

a −Aa
αpbC

b
caA

c
µ −Aa

α,µp
a)ẋµ

= (Aa
µ,αp

a − Ca
cbA

b
αA

c
µp

a −Aa
α,µp

a)ẋµ = pa(Aa
µ,α −Aa

α,µ + Ca
cbA

c
αA

b
µ)ẋ

µ = paF a
αµẋ

µ .

Juntando tudo e renomeando os ı́ndices α→ µ→ ν, temos a equação de Wong:

Dẋµ
dτ

= paF a
µν ẋ

ν .

Apêndice 4
Começamos por trabalhar um pouco a expressão de d⟨v̂⟩

dt :

d⟨v⃗⟩
dt

= i

〈[
− 1

2m

(
∇− qA⃗aTa

)2
− iqΦaTa,

1

im

(
∇− qA⃗bTb

)]〉
+

〈
∂

∂t

(
1

im

(
∇− qA⃗aTa

))〉

= i

(
− 1

2m

)(
1

im

)〈[(
∇− qA⃗aTa

)2
,∇− qA⃗bTb

]〉
+i(−iq)

(
1

im

)〈[
ΦaTa,∇− qA⃗bTb

]〉
− q

im

〈
∂A⃗a

∂t
Ta

〉

= − 1

2m2

〈(
∇− qA⃗aTa

)
·
[
∇− qA⃗aTa,∇− qA⃗bTb

]
+
[
∇− qA⃗aTa,∇− qA⃗bTb

]
·
(
∇− qA⃗aTa

)〉
− q

im
⟨∇ΦaTa⟩ −

q2

im

〈
ΦaA⃗bCc

abTc

〉
− q

im

〈
∂A⃗a

∂t
Ta

〉

=
1

2im

〈
qv⃗ ×

(
∇×

(
A⃗aTa

))
+ q2

(
v⃗ · A⃗a

)
A⃗bCc

abTc − q
(
∇×

(
A⃗aTa

))
× v⃗ + q2

(
A⃗a · v⃗

)
A⃗bCc

abTc

〉
− q

im
⟨∇ΦaTa⟩ −

q2

im

〈
ΦaA⃗bCc

abTc

〉
− q

im

〈
∂A⃗a

∂t
Ta

〉
.

Neste ponto, aplicamos a suposição de que os campos variam lentamente. Deste modo:

m
d⟨v⃗⟩
dt

=
q

i
⟨v⃗⟩ × ⟨∇ × (A⃗aTa)⟩+

q2

i

〈(
⟨v⃗⟩ · A⃗a

)
A⃗bCc

abTc

〉
− q

i

〈
∇ΦaTa +

∂A⃗a

∂t
Ta

〉
− q2

i

〈
ΦaA⃗bCc

abTc

〉
,

como pretendido.
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Apêndice 5
A demonstração é muito semelhante à anterior:

dψa

dt
=

1

i

d ⟨Ta⟩
dt

=

〈[
− 1

2m

(
∇− qA⃗bTb

)2
− iqϕbTb, Ta

]〉
+ i

〈
∂Ta
∂t

〉
= − 1

2m

[(
∇− qA⃗bTb

)2
, Ta

]
− iq

〈
ϕbCc

baTc
〉
= iq

〈
v⃗ · A⃗cCb

caTb − ϕcCb
caTb

〉
= iq

〈(
v⃗ · A⃗c − ϕc

)
Cb

caTb

〉
,

como querı́amos demonstrar.

Apêndice 6
Assumindo que os campos variam de forma lenta, temos:

πµ = pµ + iqTaA
a
µ = pµ − qψaT

a
µ ,

e portanto

dπµ
dt

=
dpµ
dt

− q

(
dψa

dt
Aa

µ + ψa

dAa
µ

dt

)
= qψbẋ

ν∂µA
b
ν − q

(
−qẋνAc

νC
b
caψbA

a
µ + ψbẋ

ν∂νA
b
µ

)
= qψbẋ

ν∂µA
b
ν + qẋνψb

(
qCb

caA
c
νA

a
µ − ∂νA

b
µ

)
= qψbẋ

ν
(
∂µA

b
ν − ∂νA

b
µ − qCb

acA
a
µA

c
ν

)
= qψbẋ

νF b
µν ,

que é precisamente a equação de Wong.
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