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Abstract

A Equagao de Wong surge como a equagao do movimento de uma particula carregada num campo
de Yang-Mills classico. Neste trabalho vamos estudar esta equagao, derivando-a de duas formas difer-
entes, e mostrando assim a sua equivaléncia. Posteriormente, estudaremos a forma como uma carga
pontual em espago-tempo plano gera um campo de Yang-Mills & sua volta e, no limite classico com
grupo de estrutura SU(2), vamos resolver o problema a dois corpos, e provar que o problema a trés
corpos admite solugbes simétricas estaveis (ao contrario do caso eletromagnético). Adicionalmente,
faremos uma simulagdo numérica com base em métodos da mecanica celeste para poder estudar a
interacao entre N particulas com carga de Yang-Mills através desta equacao.
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1. Introducao

A fisica tedrica e a matematica aplicada tém uma tendéncia para, quando em colaboracao, criar algu-
mas das teorias mais profundas sobre o Universo. De entre as muitas equag¢des que surgiram para
modelar as interagoes fundamentais da Fisica, a Equacao de Wong destaca-se como uma ferramenta
poderosa para descrever a dindmica de particulas carregadas em campos de gauge nao-abelianos.
Desenvolvida por S. K. Wong no final da década de 1960, e publicada a 21 de fevereiro de 1970 [1],
esta equacao generaliza a classica equagao de Lorentz,

F=qE+7%xB), (1)

para particulas sujeitas a interagbes mediadas por campos diferentes do eletromagnético: os chamados
campos de Yang-Mills.

Antes de escrever a Equagao de Wong, alteremos ligeiramente a aparéncia da equagao de Lorentz,
introduzindo a notagao mais usual em Eletrodinamica Classica, de modo a tornar a ligagao entre ambas
mais clara. Comegamos por definir o Tensor de Faraday da seguinte forma:

FH = graAY — 9" A¥, 2)

em que A" = (¢, A) € o quadrivetor do potencial eletromagnético. As equagdes que permitem obter o
campo eletromagnético em termos deste potencial sao:
0A

_':_' A E_::—i—_’.
B=VxA, o~ Vo 3)

Nesse caso, o tensor F'*¥ pode ser escrito matricialmente, como:

0O —-E, —-E, —E.
E, 0 —-B. B,
E, B. 0 -B,|" (4)
E. -B, B, 0

FHv =

<

E imediato verificar, por substituicdo direta, que a Equacdo de Lorentz pode ser escrita da seguinte
forma, usando a notagao de Einstein:



mit = gF*x, . (5)

A Equacao de Wong surge, entdo, como uma generalizacao da equagéao do movimento de uma particula
carregada em eletrodinamica classica, com duas modificagoes importantes:

* a carga torna-se um “vetor de carga”, com mais do que uma componente: tera uma componente
para cada dimensao do grupo de gauge.

* 0 tensor de Faraday passa a ter mais um indice, que novamente assume um valor diferente para
cada componente do grupo de gauge.

A equagao do movimento passa entdo a ter o seguinte aspeto:

Dz+ ;
—— =", (6)
dr
Aqui, o lado esquerdo da equagao denota a derivada covariante da velocidade, de forma a generalizar

a equacao do movimento também para espaco-tempo curvo.

Neste artigo, vamos explorar a derivagcao matematica da Equacao de Wong, explorar casos simples
onde ela pode ser resolvida, no limite de baixas velocidades, e desenvolver uma simulagao numeérica
para um sistema de N particulas com campo com grupo de gauge SU(2). A nossa abordagem vai ser
a seguinte: nas primeiras duas secg¢des, vamos derivar a Equagado de Wong de dois pontos de vista
diferentes, o primeiro através da teoria de Kaluza-Klein (que € a partida classica), e o segundo através
da equacdao de Dirac (calculando o valor médio da aceleracédo). Na seccao 4, tiramos o limite de baixas
velocidades da equagao de Wong, e resolvemos a equacao para o caso simples do problema a 2 corpos
e para uma certa configuragao do problema a 3 corpos. De seguida, na sec¢ao 5, apresentaremos 0s
métodos computacionais utilizados para realizar a simulagao numérica, e na secgao 6 concluimos com
os resultados e as reflexdes que podemos fazer sobre estes.

2. A perspetiva Kaluza-Klein
A Teoria de Kaluza-Klein, proposta por Theodor Kaluza em 1921 [2] e refinada por Oskar Klein em
1926 [3], foi uma das primeiras tentativas de unificar a teoria da Relatividade Geral e a Eletrodinamica
Classica. Esta unificagao é feita através da introdugdo de uma quinta dimensao espacial que, ao
contrario das outras, se encontra compactificada. Esta ideia de “dimensdes-extra compactificadas”
tornou-se, famosamente, um pilar conceptual da Teoria de Cordas. Nesta secgdo vamos ver explicita-
mente como é que esta simples ideia permite, de forma surpreendente, obter a teoria do eletromag-
netismo, incluindo as Equacgdes de Maxwell e a Equagéao de Lorentz.

O postulado principal da teoria de Kaluza-Klein é, entao, a proposta de um espago-tempo com 5
dimensodes, Ms; = M, x S', onde M, é o espago-tempo quadridimensional e S' é a circunferéncia
unitaria (que corresponde a um grupo de Lie compacto). A métrica 5D é escrita como:

gAB = (g#l’ EifﬂAu ¢$u) ’ (7)

onde:
+ A, B=0,1,2,3,4 (indices 5D),
* u,v=0,1,2,3 (indices 4D),
* g,.» € uma métrica 4D,
+ A, é o campo de gauge,
* ¢ é o dilatdo (um campo escalar).
Neste caso, podemos escrever o elemento de linha como:
ds® = guydads” + ¢ (da* + Audac“)2 . (8)

A partir deste momento, comegamos a fazer algumas simplificacoes:



» em primeiro lugar, impomos a condigao cilindrica, isto €, que a métrica nao dependa da coorde-
nada x*. Por outras palavras, 9/9x* € um campo de Killing.

» em segundo lugar, impomos que o dilatdo seja constante, i.e. ¢ = cte. Esta condigao pode ser in-
tepretada fisicamente como requerer que a interagao eletromagnética tenha uma "forga” constante
em todo o espago-tempo.

Estas simplificagbes facilitam consideravelmente a andlise do problema. Agora que temos uma
métrica bem definida, podemos determinar as geodésicas e a curvatura associadas a esta.
Comecemos com as geodésicas. Partimos, como usualmente, do Lagrangiano obtido a partir da
métrica:
L = gud'i’ + ¢(i* + A,d")?. 9)

A condicdo cilindrica leva a que a equagéo de Euler-Lagrange para a coordenada z* seja a mais sim-
ples, pelo que a escrevemos em primeiro lugar:

OL d (OLY doa

= ¢(i* + A,i") = q = cte. (10)

Relativamente as restantes equagodes, podemos utilizar (10) para as colocar na forma da equacéao
de Lorentz, sendo que os detalhes sdo deixados para o Apéndice 1. Resumidamente:

ox>  dt \ 93> pv

que é precisamente a forca de Lorentz para um espaco-tempo curvo. Concluimos que, nesta var-
iedade 5-dimensional abstrata, o movimento ao longo de geodésicas corresponde ao movimento de
uma particula carregada ao responder a um campo eletromagnético A,,.

Repare-se que, para o grupo de gauge S*, a equagao (11) ja é de facto a equagdo de Wong. Um
resultado talvez ainda mais impressionante, e que apresentaremos apenas para S*, € o facto de que
a condicao C?,“, =0, em que GW € o tensor de curvatura de Einstein para a variedade 5-dimensional,
na realidade se traduz nas equagdes de campo de Einstein para o campo eletromagnético A4,. A
demonstracao é extremamente computacional e pode ser consultada no Apéndice 2, caso o leitor queira
tentar reproduzir o resultado; de qualquer modo, tem-se que:

L d L Dg+
; (a ) = i + Ty, 18" = g Foyi” = Tx =qF"i,, (11)
T

- 1
G/_L4 = §¢vaFo¢u ; (12)

- 1 1

G =G — §¢ (FWF‘”‘V + 4FaﬁFQng> ) (13)

Quando impomos a condigao C?W = 0, para u,v = 0,1,2,3,4, obtemos duas das equagédes de
Maxwell e as Equacdes de Campo de Einstein, respetivamente, a partir de (12) e (13), para uma valor
apropriado do dilatao (que na equagao (13) multiplica o tensor energia-momento do campo electro-
magnético).

Agora que lidamos com o caso mais simples do eletromagnetismo, com grupo de gauge S, e vimos
como a teoria de Kaluza-Klein permite recuperar alguns resultados fundamentais da Eletrodinamica
Classica em espago-tempo curvo, podemos colocar a questdo: entdo e se em vez de S* utilizassemos
um grupo de Lie compacto arbitrario, G? Foi Ryszard Kerner [4] quem colocou pela primeira vez esta
questao, e verificou que isto da origem a versao classica de uma teoria de Yang-Mills. Comegamos por
definir o elemento de linha de forma semelhante aquela feita anteriormente:

ds?® = gudztdr” + Gap(dy® + Ai‘dx“)(dyb + Abdz"), (14)

L

em que agora, em vez de apenas um campo A, temos os campos A% a =1,...,N,emque N = dimG.
Estes campos A® serdo os nossos campos de Yang-Mills. Aqui assumimos que g,,, € independente
das coordenadas y* em G, e que g, € uma métrica bi-invariante em G, independente das coordenadas
zH em M.

Podemos escrever o Lagrangiano correspondente,



L = gu@"d" + gau(§* + A%it) (" + ADi"), (15)

mas, antes de escrever as equacdes de Euler-Lagrange, devemos fazer uma mudancga de coordenadas
no fibrado tangente. Definimos o referencial ortonormado {X,} de campos invariantes a esquerda em
G. Uma vez que a métrica € bi-invariante, as constantes de estrutura C¢,, definidas por [X,, X;] =
C¢, X, séo totalmente anti-simétricas (e nao apenas nas entradas a e b), isto é:

a

Cl?c = _Cb

ac *

(16)

Mantendo entdo as coordenadas originais no espago-tempo, obtemos um novo Lagrangiano:

L=0L@0 ...y N, a0 a8 e wN) = G T + Sap(w® + AZi‘”)(wb + A%y, (17)

Como mudamos de coordenadas no fibrado tangente, mas ndo na variedade, as equacgdes de Euler-
Lagrange para o Lagrangiano associado ao elemento de linha assumem um aspeto um pouco diferente
(ver por exemplo [5]):

d (oL .. 0L
dt<8wa>XaL+Cabw % (18)

Para obter a equagéo de Wong a partir daqui, temos de seguir um caminho mais subtil que anterior-
mente. Em primeiro lugar, definimos o vetor de carga:

(9[: a a
Pa= g o =W + At (19)
E relativamente simples encontrar uma equagao para p, através das equagdes de Euler-Lagrange:

. L
pa:Xa'L+CgbU}ba

Sz = 0+ Coyu'pe = Copu’ (we + Acui)

= po = CHu A = C, (p* — ALit) Agpit

= P = ppCP A @M. (20)

ca’
Note-se que, ao contrario do que aconteceu no caso eletromagnético, aqui nao existe conservacao da
carga. Em geral, o vetor de carga podera “rodar” ao longo do tempo.

A partir daqui, a demonstracdo torna-se bastante semelhante a da equacédo de Lorentz, com a
diferenca de que sera necessario definir um novo tensor, chamado tensor de campo, que generaliza o
tensor de Faraday introduzido em (2):

Fi, = 0,A, —0,A; + CgbAZAﬁ . (21)

pv

Deste modo, de uma forma muito semelhante a demonstragdo de (11) e uilizando a expressao (19),
chegamos finalmente a:

Dz,

dr

a equacao de Wong. Para os restantes detalhes computacionais, o leitor pode consultar o Apéndice 3.

Chegamos assim ao resultado pretendido — a Equagao de Wong — tendo encontrado alguns outros

resultados igualmente interessantes pelo caminho. Poder-se-ia, de igual modo, determinar o tensor

de Einstein para um grupo de Lie compacto G arbitrario; o calculo, embora mais complicado, € muito

semelhante ao apresentado no Apéndice 2. Estamos, entdo, na posicao de poder explorar uma outra
perspetiva sobre a equacao de Wong: a perspetiva de Dirac.

= paki, 2", (22)



3. A perspetiva de Dirac

Segundo esta perspetiva, que foi aquela originalmente explorada por Wong, a equagao surge como um
limite classico da equagao de Dirac para uma particula sujeita a um campo de Yang-Mills. As teorias de
Yang-Mills [6] estdo na base do nosso conhecimento acerca do Modelo Padrao da fisica de particulas,
e a equacao de Dirac para uma particula sujeita a um destes campos é:

(i — iqT, A* —m)¥(z) =0, (23)

onde {T,} € uma base para g = Lie(G), sendo G o grupo de gauge. Para simplificar, comegamos por
ver como é que este limite funciona para o caso mais simples da equacao de Schrédinger, e s6 depois
tratamos do caso geral da equagao de Dirac.

Consideramos i = 1 e escrevemos a equagao de Schrddinger:

{ (gt +q¢* Ta) = <271,n(v - q/_l'aTa)2> (0

e idy_ |- L (v— Ao, )2 g T, | (24)

Za = om q a q a ,
em que A® = (¢*, A%). Note-se que, no caso do eletromagnetismo (G = U(1) = g = iR) a escolha
usual é T} = 4. Aquilo que vamos querer obter € uma expressao para %Z), onde ainda temos de definir

0 operador ©, que deve ser entendido como o operador velocidade.
Utilizando a equacao de Heisenberg,

d _ oQ
G =imay+(52), 5)

aplicada ao nosso potencial de Yang-Mills, temos:

4 gy =i < [—1 (v _ qAaTu)2 _ iqd)“Ta,fc} > )

dt 2m
_ _ﬁ ([(v - qd*T), (v - gdoT)] - 2)
_ _ﬁ <v — qA°T, - [v . qAaTa,.@D _ % <[v . qfl“Ta,i”} V- qA"Ta>
1M _ (v —qir,). (26)

Faz sentido, portanto, definirmos o operador velocidade da seguinte forma:

N 1 A
0=—(V—qA%T,). (27)
wm
Repetindo o mesmo processo para o operador ¢, € assumindo que 0s campos variam no tempo de
forma lenta, obtemos uma expressao relativamente mais complicada, cuja derivacdo se encontra no
Apéndice 4:

d{v ~ Ara ? ~ Aay\ Ab e a 8Ea 2 a Ab e
K0 _ Doy (v (Ao + (o) - A 05T - L(vor + 200my — Tgrdreg, . (@)
Definindo agora v, = —i(T,), e usando a formula ((3) - A*)A°C¢, = —1(0) x (A* x A) - C<,, obtemos
entdo:
mB g | ~ver — 2 O B () x (V% A - Lo A0 A (29)

que (embora ndo parecga a primeira vista) ja tem um aspeto bastante agradavel: os primeiros dois
termos dentro de paréntesis do lado direito parecem poder corresponder a um campo elétrico £¢, e
0 penultimo termo parece corresponder a um campo magnético B®. De facto, se as constantes de



estrutura fossem nulas, o grupo de Gauge seria U(1) x --- x U(1), e teriamos simplesmente N campos
eletromagnéticos £* e B%, como estariamos a espera! No entanto, tal ndo é o caso, e temos de
generalizar um pouco a nossa definicdo destes dois campos vetoriais:
o DA
E* = -V¢* —
¢ ot

Ea:nga—gCgcﬁbx/_fc.

- qu?c(bb/IC )

Deste modo, identificando (9) com ¥ a velocidade classica de uma particula, obtemos (novamente) a
equagao de Wong, desta vez escrita em notagao vetorial:

dv . .

md—: = qq (Ea + U x Ba> . (30)
Escrita deste modo, é evidente a relagao entre a equacédo de Wong e a forca de Lorentz. Resta ape-

nas perceber como evoluird no tempo a variavel ¢, = 1(T,). Os célculos s&o relativamente parecidos

com os efetuados anteriormente, utilizando a equagao de Heisenberg, e encontram-se no Apéndice 5.

No final, obtemos a expressao:

da

o = (5 AT = ¢)CL,Th) (31)
Assumindo, novamente, que os campos variam de forma lenta, e notando que i(T;) = —, e que
(¢¢ — ¥ - A°) = —iM A7, podemos reescrever a equagao como:
d% -1 Ac b
pral =M ALC e (32)

que € a equacao de Wong para o vetor de carga ,, podendo agora ser comparada com a equagao
analoga, na perspetiva de Kaluza-Klein (20).

Note-se que, no caso do eletromagnetismo, v, é constante e portanto, segundo a convencgéao indi-
cada acima, ¢, = %Tl = % -4 = 1. Desta forma, substituindo ¢, = 1 em (30), recuperamos verdadeira-
mente a equacao de Lorentz para uma particula com carga ¢, como esperado.

Agora, repetimos o processo, mas para a equacao de Dirac (23). Para evitar confusdo com outras

convengoes, vamos definir:
B=7", a=+"-(""""")=8-7. (33)
Comecamos por manipular a formula de modo a encontrar o Hamiltoniano:
(Z(ﬂ - iqTaAa — m) Y(z) =0 (iv,0" —iqT,y, A —m)yY(z) =0

o (wat FiB -V +iqTuB86% —igB & - A°T, — m) W(x) =0

& zﬂ%—f = <7iﬁ a-V—iqT,B¢* +igB a - X"Ta + m) U(x)
e _ (—z’ a-V —iql,¢* +iq & AT, + 6m) V(@)
ot
— H=—id V —iql,¢" +iqd - A°T, + fm . (34)

Deste modo, podemos utilizar a férmula de Heisenberg (25) para determinar a evolugao dos valores
médios. Neste caso, as contas sdo consideravelmente mais simples do que na equagao de Schrddinger.
Comecamos por determinar o operador velocidade:

d, . . L - . @ = Ta o
£<x> =([H,Z]) =1 < [—z a-V —iqT,¢% +iqa - AT, + Bm,x}>
=([a-V,7]) = (a).

Por isso, faz sentido definir o operador:



Uv=a. (35)
Com isto, podemos imediatamente encontrar a evolucao temporal do vetor de carga Ty:

d

%<Ta> = Z<[H’ Ta]>

:i<[_i07.V—ich¢c+iq&'EcTc+5m’Ta}>

= ~a([(-o + 7 AV TL]) = ~4CL{(—o" + 7 A)T)
de onde vemos que, definindo ¢, = —i(T,) e usando —¢° + ¥ - Ae = T AS,
da

dt

ou seja, obtemos de novo a equagao (32), a equagao de Wong para a evolugdo da carga, com a
convengao de Dirac! Para obter a equagao de Wong para a posicao, temos de ter um pouco mais de
cuidado. Comegamos por calcular a evolugao do valor médio do momento:

= —qi" ASCP 1y, (36)

n'ca

Do) = il ) =i ([~ 6V — igTa6® +iga - AT, + pm, —i0, ] )

= —q([(~o"+ 7 AT, ~i0,] ) = ig([#" ALT, 0,]) = ~iq (T [0, 3" A%)

d »
= @<pu> = qq aMAZ~ (37)
Aqui a subtileza prende-se com o facto de ndo querermos a derivada do momento p,,, mas sim do

chamado momento mecanico:

T = pp +iqTuAj . (38)

Para compreender o porqué desta diferenca, temos de voltar atras ao formalismo de Kaluza-Klein.
Incluindo a massa nas primeiras componentes da métrica, o Lagrangiano fica:

1
L= [mgw,j;‘“;isy + Sap(w + A% (w? + ALg)].

Calculando o0 momento candnico associado a variavel z* obtemos:
oL 1 . .
55 = 2 [2mgad® + 2AZpa] =mi, + pa Ay, .
Vemos portanto que o operador p,, €, em média, mi,, + p, Af,. Como —iqT;, é, novamente em média, 0
vetor de carga p, = qv,, verificamos que w,, é realmente 0 momento mecanico.
Calculando o valor médio na equacao (38) e derivando de ambos os lados, como sempre assumindo
que os campos variam de forma lenta:

d d . d a sV a
$<7Tu> = £<pu,> + an<TaAM> == qYaT F;ujv (39)
onde
FS, = 0,A% — 0,A% — qCp AL A, (40)

que é precisamente a equacao de Wong para a posicao de uma particula! A demonstracao de (39)
encontra-se no Apéndice 6.



4. Relacgao entre as perspetivas
Devemos notar que a equagao de Wong para a evolugdo da carga que determinamos através da per-
spetiva de Dirac difere daquela encontrada na perspetiva de Kaluza-Klein, por um fator de —q. Esta
diferenca também € encontrada ao nivel do tensor F¢,, ja que os campos E“, B® diferem em ambas as
perspetivas, novamente, por um fator de —¢ nos termos nao abelianos. Esta diferenga € amplamente
encontrada na literatura, com o sinal concordante com a perspetiva de Dirac em fontes como [1], [7],
[8], e o sinal contrario em fontes como [4], [9], que seguem a perspetiva geométrica de Kaluza-Klein.
Embora nao parega a primeira vista, ambas as perspetivas sao compativeis e descrevem o mesmo
fenémeno. De facto, se na perspetiva de Dirac definirmos

A% = —qA%, (41)

que sdo as formas que definem a conexao no fibrado cujas seccgdes sao as fungdes de onda, vemos
que a curvatura desta conexao é

Fe, = 0,A% — 9,A% + CiALAL = —q (9, A% — 9, A% — qCy.

v (,AZAIC/) = _qFa : (42)

2%
Desta forma, a equagéo (39) para o movimento da particula pode ser escrita como

d

g () = —ud"F; (43)

J22 2
e a equacao (36) para a evolucao do vetor de carga pode ser escrrita como
dipq

dt

= P ASCE by . (44)
Mudando do tempo de coordenadas para o tempo préprio como parametro, e fazendo as identificagdes

(mu) = mdy,, Vg — —MPg , (45)
estas equagodes escrevem-se na forma

ju = pai‘yFZV ’ pa = -i‘HAZCgapb y (46)

que, juntamente com (42), sdo precisamente as equagoes que surgem na perspetiva de Kaluza-Klein

5. Campo de Yang-Mills criado por uma particula
Vimos, nos ultimos dois capitulos, como obter a equacdo do movimento de uma particula classica
sujeita a um campo de Yang-Mills externo, através de dois pontos de vista distintos. No entanto, neste
artigo, ndo vamos querer apenas estudar o movimento de uma particula, mas de varias, e, para tal,
devemos ter em conta que, tal como no eletromagnetismo, cada particula carregada ird gerar um campo
em torno de si prépria. Resta-nos descobrir uma equacgao para este campo.

Partimos da densidade Lagrangiana

1 y
& =~ FAF 4 (7" Dy — m) ¥ (47)

que, usando a definicdo de Fy;, juntamente com D, = 9, + qT,Aj,, € igual a

1 - . a -
TSI 4+ (190, — m) Y+ igT, AL (48)

7.

onde j* = 1y*1) é a 4-corrente. A partir daqui, usamos as equagdes de Euler-Lagrange:

oL oL
Oy = 49
(8 (0, A2) ) DAY “49)

para, ap6s alguma manipulagao algébrica pouco interessante, obter o seguinte resultado:

0y F*™ 4 qCg ASF = iqTj* . (50)



Chamamos a este conjunto de equagdes diferenciais parciais as Equagoes de Yang-Mills. No limite
classico, o termo do lado direito corresponde a uma fonte classica de corrente de Yang-Mills dada pela
expressao

jo — | iqT(7) (1) §W(x — 2(7)) dr .
j /RqT() () 60 (& — 2(r)) d (51)

Ainda antes de passar a simulagao numérica, queremos avaliar o limite de baixas velocidades para
esta equagdo. Pensemos primeiro no caso de U(1): neste caso, o limite de baixas velocidades cor-
responde a eletrostatica, ou seja, a desprezar o efeito do campo magnético. Na pratica, isto significa
assumir A, =~ (Ao,0,0,0). O nosso limite sera, entéo, Aj, ~ (A§,0,0,0). A componente ; = 0 das
equacoes de Yang-Mills fica:

0, F" +qCp A F™ = 50, (52)

que, neste limite, com F% ~ 9?4 e j*0 ~ iq> , T*0® (¥ — #i(t)) (onde Z(t) é a posi¢do de cada
particula ao longo do tempo, e T* a componente a do seu vetor de carga) fica:

AAL (L, T) quT“ @& —Z(1)).

Repare-se que, como os tensores F* sdo ant|SS|metr|cos, os termos nao-lineares desaparecem, o que
facilita imenso a andlise do problema. Para aliviar notagao, de ora em diante usamos ¢* = iqT° e
A = ¢°. Deste modo, a equagao fica:

AG*(Tt) = qu )03 (7 — Z2(1)). (53)

Para cada componente do potencial, obtlvemos uma equacao igual a do potencial eletroestatico.
Como o Laplaciano do lado esquerdo da equagao tem apenas parte espacial (isto é A = 92 + 3§ +0?),
o tipo de potencial ¢* obtido € semelhante ao potencial elétrico gerado por um conjunto de cargas:

ap w1 q"(t)
o7 (t, 7) *7E;m' (54)

6. Problemas a 2 e 3 corpos
Agora que sabemos o potencial gerado por uma carga ¢* com posigao z(t),

a1 ")
A iy - TR
podemos comegar a estudar configuragdes concretas. Nesta sec¢ao, vamos comegar por estudar o
problema a 2 corpos, no qual o interesse estara sobretudo na dindmica das cargas. Posteriormente,
estudaremos o problema a 3 corpos, onde vamos mostrar que, ao contrario do caso eletromagnético,
existem érbitas simétricas.

Antes de mais, devemos fixar 0 nosso grupo de gauge GG. Tanto para esta secgao como para a
proxima, escolhemos usar o grupo de Lie compacto SU(2) = {U € GL,(C) : UTU = I, detU = 1},
com algebra de Lie dada por su(2) = {X € gl,(C) : X = —X, tr(X) = 0}. E facil encontrar uma base
para su(2) tal que as constantes C,;. sejam dadas por:

(55)

1, se abc = 123,231,312
Cabe = €abe = § —1, S€ abc = 132,213,321
0, caso contrario
Como este espaco é tridimensional, utilizaremos a notacdo ¢ para denotar o vetor de carga. Notamos
que:
(T X §)a = €abeTalp ,

pelo que a equacgao de Wong para a evolugao do vetor de carga Ej, correspondendo a j-ésima carga,
pode ser trabalhada:

. b . qv,; q
Qa,j = _qb’JCcaAp,xu = qa,j = caqb ]¢a 471_ Z ‘.T ca j Lt = 471' Z |J) Z_ Z
j i



de onde, escrevendo |Z; — Z;(t)| = r;; obtemos a (relativamente) simples expressgo:

d ~ 1 d;%4d,

a1 =12 — (56)
i#j :

Esta expresséo pode ser integrada, desde que saibamos como variam os r;;. Para tal, utilizamos a

restante parte da equagao de Wong, que em espago-tempo plano é:

" 5= = 4 a 595
a = _ gaN T . I ] 7 —» >
Fug = 0 = 00009" = &= Vl00;0") = =2V (q ZZ. |sz:-|> 47TZ - zp

PE 1 i 4y,
e Az 57)
i#j

onde ;; € 0 vetor unitario que aponta da carga i para a carga j. Comparemos com U(1): nesse caso,
teriamos entao que

qi 45 .
dt2 = ]rlj7 (58)

de tal modo que as cargas com 0 mesmo sinal se repelem e as cargas com sinal oposto se atraem.
Recuperamos deste modo o comportamento esperado para o campo eletromagnético.
Note-se que podemos ja verificar duas leis de conservagao:

* Acargatotal Q@ =), ¢, é constante.

+ A norma euclidiana de cada vetor de carga, | q,|, € constante.

As demonstracdes destas leis sdo relativamente simples. Para a primeira, notamos que:

- ngEi
e AR —
Q Zdt 471- - ’

-
igEi Y

ja que o numerador € antissimétrico e o denominador € simétrico a troca de i <> j. Para a segunda,
reparemos que:
I d —~ —~ o~ d— 1 d; (d;%q,)
2 2 i J 7
(q,1>="a:-q; Iq P=(aia) =200 S0, =5-) o :
J#
ja que o numerador é identicamente nulo, termo a termo. Deste modo, concluimos que estas leis de
conservagao, que observamos numericamente, sdo consequéncias diretas da estrutura teorica. Note-
se que estes resultados ndo indicam que as cargas nao sejam dinamicas: de facto, cada vetor de carga
g ; varia no tempo, mas rodando, e nunca aumentando ou diminuindo a sua norma.
Foquemo-nos agora no problema a 2 corpos. Neste caso, vamos ter apenas duas particulas, cada

uma com massa m;, posi¢cdo descrita pelo vetor 7; e vetor de carga ¢,, i« = 1,2. Temos entdo um
conjunto de 12 equagoes diferenciais ordinarias:

d71_ qd1°99 = =2 d?]__ Elng

mi g = kgt (f =) a = kst (59)
d>7. dry 91°92 (= _ = dQQ__ g2X4q,

ma~ g2 k|r17r2|3( 2 —71) a = [71—73)|

com k = ;. Efetuamos a seguinte mudangca de variaveis nas cargas:

- @ _,
{Q - q1 + qz ., com equacdes ji ~

(J—(I1—CI2 24 — | 4%
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Estamos apenas a explicitar o facto de a soma das cargas ser constante, o que leva a que 3 das EDOs
sejam triviais. Isto leva a outra consequéncia: como

QP = g1 + @> = a1 )* + g2 + 241 - g2,

e |QI?,]q1|?, |q2|? sdo constantes, entdo q; -g> € também constante. Vejamos como escrevé-la em termos
de @, ¢

S Q4 Q-q 1o o laP-lQP _
- - <|c2| 1q1?) = . -S.

Deste modo, 0 nosso conjunto original de equacgdes fica:

d?r _ F1—To d?7s
my e = kS‘” —aE = Mg
d
Q=0 B : (60)
dg _ _ . _a4XQ
dt |71 —73]

Repare-se que a dindmica das particulas reduz-se a um simples problema a dois corpos com potencial

de Coulomb. Este potencial admite 6rbitas estaveis desde que S = W%‘QF > 0, ou, talvez de forma

mais intuitiva, cﬁ -q? < 0. Podemos aplicar as técnicas standard de resolucao do problema a dois corpos
com potencial central de Coulomb [10]: definimos as variaveis

{R’—mlﬁ—f—mgﬁ (61)

=71 —173

de tal modo que as equagdes do movimento passam a ser:
&R _
{ a7 =0 (62)

onde p = ;72 é a massa reduzida. Tendo trivializado mais 3 das EDOs, chegamos ao conjunto final
de equacgdes nao triviais:

d*7 kS 7

= T LT
q q

W

(63)

Repare-se que a primeira equagao esta completamente desacoplada da segunda, pelo que podemos
resolvé-la em primeiro lugar, e usar o 7 resultante para resolver a dltima. A primeira equagao, assumindo
S > 0, é um problema de Kepler com constante ﬁ. Este € um problema cléssiCO' as solucdes sao
orbitas elipticas fechadas, com parametros da ellpse que dependem da constante £5 e das condicdes
iniciais. Em geral, o problema de Kepler ndo admite uma expressao simples para (¢ ) sendo necessario
fazer uma mudanca de variaveis no tempo; no entanto, isso nao constitui um problema para analisar a
dinamica de ¢: chamando r(t) a |(t)|, temos

ﬂ:_iaxazk\Q|§/xg
dt r(t) r(t) ’
onde Q' = %. Podemos escrever Q' x 6 na forma matricial:
Q
- 1 « Qa3 — Q42 0 —Q3 @)\ (& R
/ — / —
QA xqg=|Q | x|@|=|Qhun-Qe]| =] @ 0 Q| |a|=Q1«-q,
5 a3 Qa2 — Qhq -Q, @y 0 a3

pelo que ficamos com a equacéo diferencial linear

dq _ KlQ| >
dt r(t)




Esta equagao tem como solugao:
a0 =ex (Kl [ LR )i (65)
= ex —_ % .
to T(S) 0

Isto significa que, independentemente da orbita, o vetor de carga E roda em torno do vetor de carga
total normalizado @’, com periodo de rotagdo T dado pela equagao integral:

- T s T ds 27
2r =k N =
mhl [ = =

Por exemplo, para o caso de uma 6rbita circular, temos que r(t) = ro = cte, logo:

/‘T ds T 2«
o r(s) 7o Q|
27

klQ

Passamos agora para o caso do problema a 3 corpos. Devido a complexidade deste tipo de prob-
lemas, nao nos propomos a fazer o tratamento geral que efetuamos para o problema com apenas 2
cargas. Faremos a simplificacdo m; = ms = ms = m, juntamente com |q1| = |g2| = |g3] = ¢, €
estaremos interessados em estudar érbitas nas quais as posigoes dos 3 corpos formem um tridangulo
equilatero - as chamadas 6érbitas de Lagrange.

Uma solugdo possivel é aquela esbogada na figura abaixo. Os vetores a verde simbolizam os

vetores de carga e, num instante inicial, todas as cargas encontram-se a uma distancia r, da origem, e
com uma velocidade de médulo vg, tangente a circunferéncia delineada a preto.

= T

(66)

Figure 1: Exemplo de érbita possivel

Assumimos também que, como indicado na figura, cada vetor de carga aponta radialmente para fora,
fazendo um angulo o com o plano zy. Esta representacao é, claro, arbitraria, ja que os vetores de carga
vivem num espacgo abstrato; é no entanto (til, pelo que vamos utiliza-la.

Devido a simetria da configuracao inicial imposta, um sistema com esta configuracao inicial devera,
em todo o instante ¢, manter cada particula a mesma distancia r(¢) da origem, fazendo os vetores
posicdo destas sempre o mesmo angulo inicial de 120°. Temos portanto que este tipo de 6rbitas, por
mais possivelmente instaveis que sejam, sdo possiveis. Repare-se que isto nao seria possivel no
caso eletromagnético, dada a nossa imposicao |¢1| = |¢2| = |¢3| = ¢. Resta-nos agora determinar
propriedades destas orbitas, e condigcdes para que sejam fechadas.

Comecemos por determinar a forga que cada carga sente. Cada uma das cargas encontra-se a
uma distancia d = +/3r das duas restantes. Decompondo cada vetor de carga nas suas componentes
vertical e no plano dos zz, q=q+ Gwy, temos que o produto interno entre duas cargas é dado por:

SN -~ —~ - N N 1
00 = @+ Tiay) @ Taay) = T+ o8/ = T f? (100%(0) = 3 )
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Note-se que ndo ha qualquer ambiguidade na notagao usada, ja que claramente \ElmyP = |32$y|2.
Ambas as cargas exercem, na particula, uma forca proporcional a esta quantidade, mas em dire¢oes
diferentes; estas forgas combinam para dar origem a forga total:

_ L 01 Q2 - 01 - q3 - ¢ .2 (tan2(a) — 1) . .
Fr=F+F =k 24, 4 L B4, -l ( > ) (dys + dia)
dis dis 3r
- 31q 4% (tan?(a) — 1
3 r2
Isto corresponde novamente a um problema kepleriano do tipo F=—K. 7/r?, desta vez com:
V3 (1 2
¥ = k0P (5 - ). (68)

pelo que, sob determinadas condigdes iniciais, teremos novamente orbitas elipticas desde que % —
tan?(a) > 0 = tan?(a) < % Repare-se que isto é consequéncia do facto de que, quando a =
arctan(v/2/2), os vetores de carga sdo todos ortogonais, e portanto ndo interagem.
Tendo o valor de k', os célculos para obter parametros da érbita, como o periodo, sdo idénticos aos
da mecanica celeste kepleriana. O semieixo maior da 6rbita & dado por:
/
o= _ Kro (69)

2k" — mudrg’

e a partir deste valor podemos usar a 32 Lei de Kepler para determinar o periodo:

atm mk2r3

—_. 7
k (2k — mugrg)3 (70)

7. Metodologia computacional

Discutimos agora a a simulagao numérica de um sistema com N particulas. Iniciamos a integracao no
instante ¢+ = 0, e fazemo-la evoluir com parametro temporal ¢. As particulas sdo geradas inicialmente
numa caixa com lado L, da qual ndo podem escapar: se uma particula ultrapassar a fronteira da caixa,
a sua velocidade nessa direcao € invertida. Cada particula tem vetor de carga com norma euclidiana
igual, | ¢, a apontar numa diregdo aleatdria, gerada de tal forma que > q,; = 0. A simulagéo corre até
ao instante ¢t = T'. O algoritmo seguido foi o0 seguinte:

» Se t = 0, aplicam-se as condi¢des iniciais;

» Set=t, # 0, determinamos as posicoes e velocidades de cada particula para esse instante;
» Avancamos para o instante t,,.1 =t +¢;

» Determinamos o vetor de carga para esse instante;

« Avangamos para o instante ¢,, o

* Repetimos até que ¢t = T.

Para controlar a perda de precisao, que é inevitavel em qualquer simulagao , utilizamos o valor da
energia mecanica total, £ = Ej;,+ Epo, que deve ser conservado neste sistema. Este pardmetro indica
0 quao fiavel é o comportamento exibido pela simulagdo. Para minimizar o valor |E(t = 0) — E(t = T)|
(que idealmente seria 0) aplicamos algumas técnicas numéricas, como a implementa¢éo de um método
Runge-Kutta 4. A mais interessante destas técnicas é a utilizacdo de um parametro ¢ dependente das
condicOes da simulagao, isto €, para cada instante ¢,,:

-1
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. & Particle Simulator = X

Particle Simulation Settings

Number of Particles: 4
Number of Steps:

Time Step (dt): 0.001
Trail Length: 1000
Animation Interval (ms): 50

Random Seed: 42

» Run Simulation

Figure 2: Interface da Aplicagao

para dt fixo. Deste modo, quanto mais préximas as cargas estiverem, maior serd - e, consequente-
i

mente, menor sera o parametro e. Este controlo dinamico do passo de tempo reduz o erro da simulacao
quando as cargas estao proximas, e resulta numa maior conservacao da energia.

Desenvolvemos uma pequena aplicacdo em Python para ter uma interface com a qual interagir:

Através deste menu, podemos escolher o nimero de particulas, o nimero de passos na simulagao, o
passo de tempo dt e a semente aleatéria. No final da simulagdo, geramos uma animagao das particulas
a interagir entre si. Cada particula é representada no espago como uma pequena esfera ligada a um
vetor tridimensional (o vetor de carga). Os parametros da animacao que podem ser escolhidos no menu
sao o trail length (o comprimento do rasto deixado por cada particula, de forma a tornar mais perceptivel
a sua trajetéria) e o animation interval, que controla a velocidade da animagao.

8. Resultados e conclusoes

Os resultados que se seguem dizem respeito a simulagbes com variagdes de energia inferiores a
5%. Entre cada simulagao, variamos bastantes parametros, nao apenas o nimero de particulas ou
a duracao da simulagao, como também o comprimento da caixa ou a norma euclidiana dos vetores de
carga.

As equagdes a que chegamos, e que resolvemos numericamente, sao o limite classico e de baixas
velocidades de uma teoria de Yang-Mills quantica. E precisamente este tipo de teorias que modela as
interagdes fundamentais conhecidas: a forga eletromagnética, a forga nuclear fraca e a forga nuclear
forte. Para esta Ultima, existe um fenédmeno experimental, chamado “"confinamento de cor”, que ainda
nao apresenta uma explicagao teorica consensual: as particulas carregadas para a interacao forte sé
sao observadas em pares ou triplos com carga total nula. Uma questao natural €, entdo, se na nossa
simulagao, desde que esta seja longa o suficiente, as particulas se agrupam em pares ou triplos com
carga nula. Como os vetores de carga nao sao constantes no tempo, podendo rodar, poderia ser o
caso de eles se reorientarem de modo a causar o confinamento.

Apos termos feito um estudo detalhado, com base em diversas simulacdes, concluimos que em
nenhuma delas se verificou o fendémeno do confinamento de cor. De facto, na maior parte dos casos,
as particulas agrupavam-se momentaneamente em pares, € por vezes triplos; mas estes conjuntos nao
tinham carga nula, nem eram estaveis, desfazendo-se rapidamente a aproximagao de outra carga.

Com este trabalho, conseguimos fornecer duas demonstracdes rigorosas da Equacao de Wong,

uma partindo de uma teoria geométrica de Kaluza-Klein, e a outra tirando o limite classico da equagao
de Dirac numa teoria de Yang-Mills. Neste Gltimo caso, € mesmo a primeira vez que uma prova rigorosa
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€ apresentada. Além disso, determinamos as equagoes de Yang-Mills, bem como o seu limite de baixas
velocidades, e tivemos a oportunidade de verificar varias previsdes teéricas numa simulagao numérica.
Neste limite, ndo observamos indicios de confinamento. Como trabalho futuro, seria relevante explorar
simulagoes para o grupo SU(3), e incorporar a dinamica do campo de Yang-Mills em vez de usar a
aproximacao dos potenciais estaticos. Deste modo, serd possivel determinar com maior precisdo a
dindmica do sistema.

Apéndices

Apéndice 1
Aqui encontra-se a derivagao da Equacéao de Wong para o eletromagnetismo:

oL _d (oL
Oz  dt \ 0z~
= (Oaguw) #"3" + 2¢ (i* + A,i") 0u A, i" = 4 (2guad® +2¢ (* + A,d") Ay)

dt

d
— (aag,“,) jl"ujjy + 2q (8(1141,.7'}1/) = % (QQMQ.T'JN + QQAQ)

1 - .y . L. .y
- 58049#1/:1:”:5” + 0, Ay i” = g/taxu + auguaxyxu +q0, A

1
= Guait + 3 (20090 — Oaguy) B'i" = qFy,d" = it + 19, @'i" = qg*Fa, 3"

N2

= =qF", .

dr

Apéndice 2
Comecamos por determinar os simbolos de Christoffel, através das equacdes que determinamos para
as geodésicas. Obtemos os seguintes resultados:

e TA —TA _ Jua A A) .
I3, =T, — 8 (A, F) + AF})
* f\l/l\u = _%§44F3\;

=4 0,A,+0,A a0
.Fl“’_ v u2u V_A/\FW/,

- I, = A\, ;

- T4, =0.

A partir destes simbolos, podemos computar o tensor de Ricci, através da férmula:
Ry = 0,15, — 0,10, + 19,00 —To,00, .

Substituindo os simbolos fﬁ,, pelas suas respetivas expressoes, usando software simbdlico e tra-
balhando na gauge onde A, = 0 (mas 9,4, # 0, em geral), chegamos ao resultado:

* Ry = Ruy — 3GaFnF,>

* Rus = —33uVaF,

© Ry =—1G3,F, Fm.

A partir daqui, podemos também calcular a curvatura escalar:

- 1
R=R— guFu,F".

Deste modo, sendo o tensor de Einstein G 5 = Rap — %RgAB, recuperamos as expressoes:

. 1. L1 .
Gul/ = G;u/ - 5944 <FuozF v + EFO(BF ﬁg;w> 5

~ 1. o
G[L4 = 5944v ch,u .
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Apéndice 3
Aqui devemos usar a equacéo de Euler-Lagrange usual. Comegamos por determinar -2

axo"
oL 1 v i (AT i 4 AT v
o = 5 w3+ 87 (A o3#p’ + AL ,ip')| =

1 s .
igm,_’ax“x” + A}, 2" p*

oL 1 , .
Fia = 3 [29uad” + 2400 = guad” + AQp”,
de modo que:
d aﬁ d . a ._a . sV -, a - a
dt 9ie  di (Gua®" + AGP?) = Guav@'2” + guad" + AGp* + Aq,

A equagéo de Euler-Lagrange diz-nos entdo que

a

g,uoz,uxuxy + g,uozxu + Aipa + A&yxupa = ig,uu,al'ufcy + Azya:c“p

1
= Za + Gua " — §gwam“ v A“ — Alp® — Agwx“p

Do lado esquerdo, claro esta, temos a derivada covariante %. Do lado direito, substituindo a ex-
pressao encontrada anteriormente para p®, temos:

Aa xp, a Aa ca Aa xp, a __ (Aa apa _ bcgaAz AZA pa)jj“
= (4} ,p" - C oAb ASp® — AL p*)it = pt(Ag , — AL + CHL A, Ab)x” =pFy, .
Juntando tudo e renomeando os indices o« — p — v, temos a equacao de Wong:
Dz,
dr

— a a gV
=p FWJ; .

Apéndice 4

% = < {;n (v- q/T“Ta)2 — iq®°Ty, % (v- qA”’T,,)D + <§t <w1n (v- qA’“Ta))>
"y (2171) <“1n) < {(v - qA’aTH,)2 V- q/TbTb} >+i(iq) <Zin) <[q>aTa, V- q/YbTb] %% <a£a Ta>

= —27;2 <(V - qu“Ta) : [v — qAT,,V — qA'bTb] + [v — gAT,, v — q;ﬁTb} . (v i qgaTa»
—% (VT — Z; <<1>aA’bcngc> - % <8£aTa>
= % <q17 X (V X (/T“Ta)) + ¢ (17- ff“) ACET. — g (V X (/T“Ta)) X T+ ¢? (A'a . 17) A’bcngC>

2 . 814?1
-4 yoor oo Abce, ) — L T, ) .
im (V a) = im < Cap °> im < ot a>

Neste ponto, aplicamos a suposi¢ao de que os campos variam lentamente. Deste modo:

m8 Gy (v (Amy + L () A P - <WT G > - T (i),

como pretendido.
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Apéndice 5
A demonstracao € muito semelhante a anterior:

dba  1d(T) /] 1 (0 o NP /0T,
dt i di <[ 2m<v qATb) 499" To, Ta| ) +1{

= —% [(V — q/YbTb)Q ;Ta:| —iq <¢ngaTc> =1q <U' /Y(:Cé)aTb - ¢Cczl:)aTb>
—iq (7 A~ o) ChT3),

como queriamos demonstrar.

Apéndice 6
Assumindo que os campos variam de forma lenta, temos:

Ty =Dy + iqTaAZ =Pu — qquﬁa

e portanto

dm dp A ., dA, b b se a "
e e (W gy 5, L) g0, — g (i AL A+ 0, )

= qui" 9, A} + qi" by (4C0, AL AS, — 9, A7) = qini” (0,47 — 0, A}, — qCL AL AY)

ca‘ vt

= qpi" F),

que é precisamente a equacao de Wong.
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