Relatividade Matematica

Ficha 6

A entregar até a aula de Terca-feira dia 20 de Abril

1. Seja (M, g) uma variedade Lorentziana.
(a) Use a férmula para a derivada de Lie de um tensor,
(£xg)Y,2) =X -g(Y,Z) — g(£xY, Z) — g(Y, £x Z)
para mostrar que
(£x9)(Y,Z) = g(VyX,Z) + g(Y,VzX).
(b) Mostre que esta férmula pode ser escrita como
(£x9)uw = VX, +V, X,
(c) Suponha que X é um campo de Killing, i.e. £xg = 0. Use a equacgdo de Killing
VX, +V, X, =0

para mostrar que X é uma solu¢do da equagdo de Jacobi. Interprete este facto geo-
metricamente.

2. Suponha que o tensor energia-momento é diagonalizavel, (7},,) = diag(p, p1, p2,p3). Mostre
que:
(a) T, satisfaz a condigdo de energia fracaseesése p>0e p+p; >0 (i =1,2,3).
(b) T, satisfaz a condi¢do de energia forte se e s6 se p + Zf’zl pi > 0ep+p >0
(i=1,2,3).
(c) Ty satisfaz a condigdo de energia dominante se e s6 se p > |p;| (i = 1,2,3).
(d) T, satisfaz a condi¢cdo de energia nula se e sé se p+p; > 0 (i = 1,2, 3).
(e) As trés primeiras condigBes sdo independentes a excepgdo de que a condigdo de energia
dominante implica a condicdo de energia fraca.

(f) As trés primeiras condi¢des implicam a condi¢do de energia nula.

3. Seja (M, g) uma variedade Lorentziana e L € X(U) um campo vectorial geodésico nulo
(sem zeros) definido num aberto U C M. Eventualmente reduzindo U, é possivel construir
um referencial {L, N, X, Y}, paralelo ao longo das curvas integrais de L, tal que’

Q(NvN) :g(L,X) :g(L,Y) :g(N,X) :g(va) :g(va) =0

g(X7X) = g(K Y) =1= _g(L> N)
Deste modo as fibras de TU podem ser identificadas com span{X,Y}.

!Note que a congruéncia sé define L e N a menos de uma transformaco de Lorentz no seu plano, e X e Y a
menos de uma rotagcdo no seu plano.



(a) Mostre que
=N -NoLl+Xext+vioYh

g
(onde Lf = g(L, ), etc.), e que portanto
h=X'o X' +YioYt
(b) Definindo B, = V,L,, mostre que

B=ByvL'@ L —ByxL!® X' — ByyLfF @Y P — ByyX'@ L — BynYiw® Lt
+BxxX'®@ X'+ Bxy X' @ Y + ByxY!' @ X! + Byy Yt Y1

e que portanto
B=DBxxX'@ X'+ Bxy X! @Y+ Byx V! @ X! + ByyYi @ YE.

Conclua que
1
W= B (BXY — By)())(‘i /\Yﬁ.

(c) Mostre que
LD*NALF = —LF A D.

Conclua que L é ortogonal a hipersuperficies se e sé se @ = 0.



