
Relatividade Matemática

Ficha 2

A entregar até à aula de Terça-feira dia 16 de Março

Considere a métrica Lorentziana esfericamente simétrica

g = −(A(t, r))2dt2 + (B(t, r))2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2.

1. Use a condição de compatibilidade com a métrica e as primeiras equações estruturais de
Cartan, {

ωµν = −ωνµ
dωµ + ωµν ∧ ων = 0

para mostrar que as formas de conexão não nulas para o referencial ortonormado dual a

ω0 = Adt, ωr = Bdr, ωθ = rdθ, ωϕ = r sin θdϕ

são (usando a notação ˙ = ∂
∂t e ′ = ∂

∂r )

ω0
r = ωr 0 =

A′

B
dt+

Ḃ

A
dr;

ωθ r = −ωr θ =
1

B
dθ;

ωϕr = −ωr ϕ =
sin θ

B
dϕ;

ωϕθ = −ωθϕ = cos θdϕ.

2. Use as segundas equações estruturais de Cartan

Ωµ
ν = dωµν + ωµα ∧ ωαν

para mostrar que as formas de curvatura neste referencial são

Ω0
r = Ωr

0 =

(
A′′B −A′B′

AB3
+
ȦḂ −AB̈
A3B

)
ωr ∧ ω0;

Ω0
θ = Ωθ

0 =
A′

rAB2
ωθ ∧ ω0 +

Ḃ

rAB2
ωθ ∧ ωr;

Ω0
ϕ = Ωϕ

0 =
A′

rAB2
ωϕ ∧ ω0 +

Ḃ

rAB2
ωϕ ∧ ωr;

Ωθ
r = −Ωr

θ =
B′

rB3
ωθ ∧ ωr +

Ḃ

rAB2
ωθ ∧ ω0;

Ωϕ
r = −Ωr

ϕ =
B′

rB3
ωϕ ∧ ωr +

Ḃ

rAB2
ωϕ ∧ ω0;

Ωϕ
θ = −Ωθ

ϕ =
B2 − 1

r2B2
ωϕ ∧ ωθ.
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3. Usando
Ωµ

ν =
∑
α<β

R µ
αβ νω

α ∧ ωβ

determine as componentes R µ
αβ ν do tensor de curvatura neste referencial ortonormado, e

mostre que as componentes não nulas do tensor de Ricci neste referencial são

R00 =
A′′B −A′B′

AB3
+
ȦḂ −AB̈
A3B

+
2A′

rAB2
;

R0r = Rr0 =
2Ḃ

rAB2
;

Rrr =
A′B′ −A′′B

AB3
+
AB̈ − ȦḂ
A3B

+
2B′

rB3
;

Rθθ = Rϕϕ = − A′

rAB2
+

B′

rB3
+
B2 − 1

r2B2
.

4. Mostre que a equação de Einstein para o vácuo Rµν = 0 é equivalente ao sistema

A′′

A
− A′B′

AB
+

2A′

rA
= 0

Ḃ = 0

A′′

A
− A′B′

AB
− 2B′

rB
= 0

A′

A
− B′

B
− B2 − 1

r
= 0

⇔



A′

A
+
B′

B
= 0

Ḃ = 0

(
A′

A

)′
+ 2

(
A′

A

)2

+
2A′

rA
= 0

2B′

B
+
B2 − 1

r
= 0

5. Mostre que a solução da última equação do sistema é

B =

(
1− 2m

r

)− 1
2

,

onde m ∈ R é uma constante de integração

6. Mostre que a primeira equação do sistema implica A = α(t)
B para alguma função α(t) > 0.

Verifique que a terceira equação é automaticamente satisfeita.

7. Justifique que é sempre posśıvel reescalar a coordenada t de modo a pôr a métrica na forma

g = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2.
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