
Mecânica Geométrica

Ficha 9

A entregar até à aula de quarta-feira dia 20 de novembro

1. Seja (M, 〈·, ·〉) uma variedade Riemanniana, α ∈ Ω1(M) uma forma-1 e U ∈ C∞(M) uma
função diferenciável.

(a) Mostre que as equações de Euler-Lagrange para a função Lagrangiana L : TM → R
dada por

L(v) =
1

2
〈v, v〉+ ι(v)αp − U(p)

para v ∈ TpM determinam os movimentos do sistema (M, 〈·, ·〉,F), onde

F(v) = −(dU)p − ι(v)(dα)p

para v ∈ TpM .

(b) Prove que a energia mecânica E = K + U é conservada ao longo dos movimentos de
(M, 〈·, ·〉,F).

(Nota: Este sistema diz-se um sistema mecânico conservativo com termo magnético).

(c) Mostre que L é hiper-regular e determine a transformação de Legendre.

(d) Calcule a função Hamiltoniana H : T ∗M → R e escreva as equações de Hamilton.

2. Seja (M, 〈·, ·〉) uma variedade Riemanniana compacta. Mostre que para cada bola normal
B ⊂ M e cada T > 0 existem geodésicas c : R→ M com ‖ċ(t)‖ = 1 tais que c(0) ∈ B e
c(t) ∈ B para algum t ≥ T .

(Nota: Na verdade, quase todas as geodésicas com posição inicial em B satisfazem esta propriedade; conseguem

indicar um exemplo de uma variedade Riemanniana compacta contendo uma geodésica que não regressa a B?).


