
Mecânica Geométrica

Ficha 13

A entregar até à aula de quarta-feira dia 18 de dezembro

1. Neste exerćıcio analisaremos em detalhe a geodésicas do tipo tempo e luz do espaço-tempo
de Schwarzschild. Por simetria, basta estudar as geodésicas da subvariedade Lorentziana
totalmente geodésica de dimensão 3 dada por θ = π

2 (plano equatorial), cuja métrica é

g = −
(

1− 2m

r

)
dt⊗ dt+

(
1− 2m

r

)−1

dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ.

(a) Mostre que as equações para uma geodésica dirigida para o futuro (parametrizada pelo
tempo próprio se do tipo tempo) podem ser escritas como

ṙ2 = E2 −
(
σ + L2

r2

) (
1− 2m

r

)(
1− 2m

r

)
ṫ = E

r2ϕ̇ = L

onde E > 0 e L são constantes de integração, σ = 1 para geodésicas do tipo tempo
e σ = 0 para geodésicas nulas.

(b) Mostre que se L 6= 0 então u = 1
r satisfaz

d2u

dϕ2
+ u =

mσ

L2
+ 3mu2.

(c) Para situações onde as correções relativistas são pequenas tem-se mu� 1, e portanto
temos a equação aproximada

d2u

dϕ2
+ u =

m

L2

para geodésicas do tipo tempo. Mostre que a solução desta equação é a secção cónica
dada em coordenadas polares por

u =
m

L2
(1 + ε cos(ϕ− ϕ0)),

onde as constantes de integração ε ≥ 0 e ϕ0 são a excentricidade e o argumento do
pericentro.

(d) Mostre que para ε� 1 esta solução aproximada satisfaz

u2 ' 2m

L2
u− m2

L4
.

Use este facto para argumentar que as geodésicas do tipo tempo próximas de órbitas
circulares nas quais as correções relativistas são pequenas são soluções aproximadas da
equação

d2u

dϕ2
+

(
1− 6m2

L2

)
u =

m

L2

(
1− 3m2

L2

)
,



e que portanto o pericentro avança aproximadamente 6πm
r radianos por órbita.

(Nota: O primeiro sucesso da relatividade geral foi precisamente a utilização deste efeito para explicar uma

conhecida anomalia na precessão do periélio de Mercúrio – 43 arcos de segundo por século de diferença entre

o valor observado e o valor previsto pela teoria Newtoniana devido às perturbações dos outros planetas).

(e) Mostre que se desprezarmos as correções relativistas as geodésicas nulas satisfazem

d2u

dϕ2
+ u = 0.

Verifique que a solução desta equação é uma linha reta, dada em coordenadas polares
por

u =
1

b
sin(ϕ− ϕ0),

onde as constantes de integração b > 0 e ϕ0 são o parâmetro de impacto (distância
de aproximação máxima ao centro) e o ângulo entre a reta e o eixo dos xx.

(f) Assuma que mu� 1, e considere soluções aproximadas da forma

u =
1

b

(
sinϕ+

m

b
v
)

(onde tomamos ϕ0 = 0 por simplicidade). Mostre que v é uma solução aproximada
da equação

d2v

dϕ2
+ v = 3 sin2 ϕ,

e portanto u é aproximadamente dado por

u =
1

b

(
sinϕ+

m

b

(
3

2
+

1

2
cos(2ϕ) + α cosϕ+ β sinϕ

))
,

onde α e β são constantes de integração.

(g) Mostre que a porção incidente da geodésica nula (ϕ ' 0) satisfaz aproximadamente

u = 0⇔ ϕ = −m
b

(2 + α) .

Do mesmo modo, mostre que a porção deflectida da geodésica nula (ϕ ' π) satisfaz
aproximadamente

u = 0⇔ ϕ = π +
m

b
(2− α) .

Conclua que ϕ varia aproximadamente

∆ϕ = π +
4m

b

radianos, e que portanto a geodésica nula é deflectida na direção do centro por apro-
ximadamente 4m

b radianos.

(Nota: A medição desta deflexão da luz pelo Sol – 1.75 arcos de segundo para um parâmetro de impacto igual

ao raio do Sol – foi a primeira confirmação experimental da relatividade geral, e tornou subitamente Einstein

numa celebridade mundial).


