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1. Um bom modelo para uma molécula diatómica é o sistema mecânico (R3\{0}, 〈·, ·〉 ,−dU),
onde a energia cinética K : T

(
R3 \ {0}

)
→ R determinada por 〈·, ·〉 é dada em coorde-

nadas esféricas por

K(r, θ, ϕ, vr, vθ, vϕ) =
1

2
m
(
(vr)2 + r2(vθ)2 + r2 sin2 θ(vϕ)2

)
e a energia potencial é

U(r) = −k
r
+
kr0

2r2
.

As constantes m, k, r0 ∈ R+ representam a massa da molécula, a força da ligação in-
teratómica, e metade da separação média entre os dois átomos.

(a) Escreva as equações do movimento e determine as configurações de equiĺıbrio.(2/20)

(b) Use o Teorema de Noether para argumentar que as quantidades(2/20)

pϕ = mr2 sin2 θvϕ

e
J = m2r4

(
(vθ)2 + sin2 θ(vϕ)2

)
são constantes ao longo dos movimentos da molécula. (Sugestão: Observe que J é invariante

por rotações do sistema de coordenadas, e que se θ = π
2

e vθ = 0 então J = pϕ2).

(c) Mostre que a função Lagrangeana L = K − U é hiper-regular.(2/20)

(d) Justifique que a função Hamiltoniana H = K+U define um sistema completamente(2/20)
integrável em T ∗

(
R3 \ {0}

)
.

(e) Calcule a força de reação perfeita necessária para implementar a restrição holónoma(2/20)
r = r0.

2. Recorde que as equações de Euler para o corpo ŕıgido livre são as equações para o fluxo
Hamitoniano determinado pela função K : R3 → R dada por

K(P1, P2, P3) =
(P1)

2

2I1
+

(P2)
2

2I2
+

(P3)
2

2I3

(onde I1, I2, I3 ∈ R+ são os momentos principais de inércia) em relação ao parêntesis de
Poisson definido em R3 por

{F,G}(P ) = 〈P,∇F (P )×∇G(P )〉.



(a) Mostre que a ação de S1 = {z ∈ C : |z| = 1} em R3 definida por(2/20)

eiθ · (P1, P2, P3) = (cos θP1 − sin θP2, sin θP1 + cos θP2, P3)

é Hamiltoniana (portanto Poisson).

(b) Identificando as funções S1-invariantes(2/20)

Q1 = (P1)
2 + (P2)

2 e Q2 = P3

com coordenadas locais na variedade quociente Q = {Q1 > 0}/S1, determine o
parêntesis de Poisson induzido em Q. Conclua que se I1 = I2 então Q1 e Q2 são
constantes ao longo do fluxo Hamiltoniano de K.

3. Recorde que a métrica de Schwarzschild restrita a uma linha radial pode ser escrita em
coordenadas de Painlevé na forma

g = −dt⊗ dt+

(
dr +

√
2m

r
dt

)
⊗

(
dr +

√
2m

r
dt

)
,

onde m > 0 é a massa do corpo esfericamente simétrico que gera o campo gravitacional.
Mostre que:

(a) As curvas c dadas nestas coordenadas locais por c(t) = (t, r(t)) com(2/20)

dr

dt
= −

√
2m

r
,

são geodésicas do tipo tempo;

(b) As geodésicas c são maximizantes, ou seja, se γ é outra curva do tipo tempo unindo(2/20)
os pontos (t0, r(t0)) e (t1, r(t1)), com t1 > t0 > 0, então τ(γ) ≤ τ(c) = t1 − t0;

(c) Os peŕıodos T0 e T1 da radiação luminosa emitida e absorvida por dois observadores(2/20)
descritos pelas geodésicas c estão relacionados por

T1

T0
=

1−
√

2m
r1

1−
√

2m
r0

,

onde r0 é a coordenada r do acontecimento correspondente à emissão da radiação
e r1 é a coordenada r do acontecimento correspondente à recepção da radiação,
que se supõe mover no sentido em que r aumenta. (Sugestão: Comece por observar que se

γ(t) = (t, rγ(t)) é uma geodésica nula reparametrizada então γ′(t) = (t+ ∆t, rγ(t)) também o é, e mostre

que se γ intersecta c no acontecimento (t0, r0) então γ′ intersecta c no acontecimento (t0 +∆t0, r0 +∆r0),

com ∆t0 =
(

1−
√

2m
r0

)
∆t+O

(
∆t2

)
).


