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1. Um bom modelo para uma molécula diatémica é o sistema mecanico (R3\{0}, (-,-) , —dU),
onde a energia cinética K : T (R?\ {0}) — R determinada por (-,-) é dada em coorde-
nadas esféricas por

K(r,0,p,0", oY, v¥) = %m ((vw)2 + 7’2(1)9)2 + 72 gin® 9(1}“’)2)

e a energia potencial é

k kT‘Q
U(’l“) = —; + 27?2

As constantes m, k,rg € RT representam a massa da molécula, a forca da ligacdo in-
teratdmica, e metade da separacdo média entre os dois dtomos.

(2/20) (a) Escreva as equagdes do movimento e determine as configura¢des de equilibrio.

(2/20) (b) Use o Teorema de Noether para argumentar que as quantidades

Dy = mr? sin? 6v?

J =m?rt ((v9)2 + sin? (9(@“0)2)

sdo constantes ao longo dos movimentos da molécula. (Sugestdo: Observe que J & invariante

por rotacdes do sistema de coordenadas, e que se 6 = T e v? = 0 entdo J = p,,2).

(2/20) (c) Mostre que a fungdo Lagrangeana L = K — U é hiper-regular.

(2/20) (d) Justifique que a fungdo Hamiltoniana H = K +U define um sistema completamente
integravel em T™ (R* \ {0}).

(2/20) (e) Calcule a forga de reagdo perfeita necessaria para implementar a restricdo holénoma
r=T0.

2. Recorde que as equacdes de Euler para o corpo rigido livre s3o as equacdes para o fluxo
Hamitoniano determinado pela funcio K : R? — R dada por
(P)? | (P2)? N (P3)?

K(P,. Py, Py) =
(Pr, Py, Py) o, | 2L 215

(onde I, I, Is € RT s3o os momentos principais de inércia) em relagcdo ao paréntesis de
Poisson definido em R? por

{F,G}(P) = (P,VF(P) x VG(P)).
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(a) Mostre que a agdo de S' = {z € C: |z| = 1} em R3 definida por
et? . (Py, P2, P3) = (cos 0P — sin @ Py, sin O Py + cos 0 Py, P3)

é Hamiltoniana (portanto Poisson).

(b) Identificando as fun¢des S'-invariantes
Q1= (P)’ + (Py)? e Q2 = P3

com coordenadas locais na variedade quociente Q = {Q; > 0}/S!, determine o
paréntesis de Poisson induzido em (). Conclua que se I1 = Is entdo 1 e Q2 sdo
constantes ao longo do fluxo Hamiltoniano de K.

3. Recorde que a métrica de Schwarzschild restrita a uma linha radial pode ser escrita em

coordenadas de Painlevé na forma

2 2
g_—ﬁ®ﬁ+<w+wnwg®<w+w”%0,
r r
onde m > 0 é a massa do corpo esfericamente simétrico que gera o campo gravitacional.

Mostre que:

(a) As curvas c dadas nestas coordenadas locais por ¢(t) = (t,7(t)) com
ar__ 2™
dt r’

(b) As geodésicas ¢ sdo maximizantes, ou seja, se 7y é outra curva do tipo tempo unindo
os pontos (tg,r(to)) e (t1,7(t1)), com t1 > to > 0, entdo 7(y) < 7(c) = t1 — to;

sdo geodésicas do tipo tempo;

(c) Os periodos Ty e T3 da radiagdo luminosa emitida e absorvida por dois observadores
descritos pelas geodésicas ¢ estdo relacionados por

2
2 1- o

T _ fem’
1
T0
onde g é a coordenada r do acontecimento correspondente a emissdo da radiacido
e 71 € a coordenada r do acontecimento correspondente a recep¢ao da radiagdo,
que se supde mover no sentido em que r aumenta. (Sugestdo: Comece por observar que se
~(t) = (t,7(t)) é uma geodésica nula reparametrizada entdo +/(t) = (t + At, 7, (t)) também o é, e mostre

que se -y intersecta c no acontecimento (to,70) ent3o 7’ intersecta c no acontecimento (to + Atg, 70 +Arg),

com Atg = (1 - ﬁ) At +0 (At2)).



