Resumos de Mecanica Geométrica

10 de Julho de 2003

I. Variedades Pseudo-Riemannianas

1. Dados uma variedade diferencidvel ) de dimensdo n e p € @, designamos por T,Q) o
espago tangente a () no ponto p, i.e., o conjunto de todas as deriva¢gdes v : C°(Q) — R
em p, onde C°*°(Q)) designa o conjunto das fun¢des de classe C f:Q — R. SeU C Q
éum abertocompeUex’:U — R (i =1,...,n) é um sistema de coordenadas locais,

podemos sempre escrever
n
> 0 ;0
v = v - = -
— ox’ or’
1=

(usamos a convengdo da soma de Einstein de subentender uma soma sobre todos os indices
repetidos). Dado um caminho ¢ : R — @ de classe C*, designamos por é(t) € Tep @ a
derivagao

(1) - [ = S f(elr).

Em coordenadas locais,

0
6lt) = (0) 5
onde z(t) = x'(c(t)). 7,Q = (T,Q)" representa o espaco cotangente a () no ponto p.
Designamos por {dml,...,dfc"} a base dual de {%,...,8%}; isto é,

) lser =9
d.%'z (—a> :5ij: ! J
ax] . .
Osei+#j

Portanto qualquer covector w € T;7() se pode escrever na forma
w = w;dz’.

Designamos ainda por X(Q) o conjunto dos campos de classe C*>° em @, por Q%(Q) o
conjunto das formas diferenciais de grau k em @, e por ’le(Q) o conjunto dos campos
tensoriais de tipo (]7) e classe C'*° em Q.
2. Um tensor g € T7Q) ® T,/Q diz-se
(i) Simétrico se g(v,w) = g(w, v) para todo o v, w € T),Q;
(i) Nao degenerado se g(v,w) = 0 para todo o w € T, implica v = 0;
(iii) Definido positivo se g(v,v) > 0 para todo o v € T,,@Q \ {0}.



Se g = gijda’ ® dz? € T;Q ® T;Q entdo
(i) g é simétrico sse g;; = gji (4,5 =1,...,n);
(i) g é n3o degenerado sse det(g;;) # 0;
(iii) g é definido positivo sse (g;;) € uma matriz definida positiva.

. Uma variedade pseudo-Riemanniana é um par (Q,g), onde Q é uma variedade dife-

rencidvel e g € 73 (Q) é simétrico e ndo degenerado (dito uma métrica pseudo-Riemanniana
em (.) Se além disso g é definido positivo, (@, g) diz-se uma variedade Riemanniana.

. Se Q e M sdo variedades diferencidveis, uma aplicacdo f : Q — M diz-se de classe C'*

se dadas coordenadas locais 2/ : U C Q — Rey': V C M — R com f(U) CV, a
expressio de f nestas coordenadas, ' = y'(z!,...,2"), é dada por funcdes de classe
C*. A aplicacdo tangente, ou push-forward, é a aplicagdo linear que a ¢(t) € Tey@
associa

fec(t) = % (c(t)) € TyeyM

para qualquer caminho ¢: R — (). Em coordenadas locais,

;i 0\ oy j 0
f <U 8xi> = 0w’ oyt

Um difeomorfismo é uma bijeccdo de classe C'™° cuja inversa é também de classe C'°.

7. [+ N — @ diz-se uma imersdo se f. : TN — T},)Q € injectiva para todoop € N (em

10.

11.

12.

particular, dim N < dim ). Uma imersdo diz-se um mergulho se é um difeomorfismo
na sua imagem.

. Seja (Q, g) uma variedade Riemanniana e f : N — Q uma imersdo. Entdo h € T,)(N)

definido por
h(v,w) = g(fwv, fuw)

para v,w € T,N,p € N define uma métrica Riemanniana em N, dita a métrica induzida
por g em N.

Se (Q,g) e (M, h) sdo variedades pseudo-Riemannianas, um difeomorfismo f : Q — M
diz-se uma isometria se

h(fsv, faw) = g(v, w)
para quaisquer v,w € T),Q,p € Q.

Um grupo de Lie G é um grupo com uma estrutura diferencidvel tal que a aplicagdo
GxG>(x,y)—zy'ed

é de classe C'°.

Dado um grupo de Lie G e x € G, define-se a translaccdo esquerda (direita) por z como
sendo o difeomorfismo L, : G — G (R, : G — @) dado por L,(y) = zy (R.(y) = yx)
para todo oy € G. Uma métrica pseudo-Riemanniana g em G diz-se invariante a esquerda
(direita) se L, (R;) é uma isometria para todo o = € G.

Se G é um grupo de Lie, g = TG diz-se a sua dlgebra de Lie (onde e € G é o elemento
neutro do grupo).
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g(+,-) = (-,+) é uma métrica invariante a esquerda no grupo de Lie G sse

<UJ:7 wa:>x = <(L:1:*1)* Vg, (L:vfl)* w$>€

para todo o x € (G. Portanto qualquer forma bilinear simétrica ndo degenerada em g
determina uma métrica invariante a esquerda em G.

Se (Q,(,:)) é uma variedade pseudo-Riemanniana e ¢ : R — @ é um mergulho, o
comprimento do segmento ¢([a, b]) é dado por

b 1
[ e it

Uma conexdo afim numa variedade diferencidvel @) é uma aplicagdo V : X(Q) x X(Q) —
X(Q) tal que

() VixigvZ = fVxZ +gVyZ;

(i) Vx(Y 4+ 2)=VxY +VxZ;

(i) Vx(fY) = (X - f)Y + fVxY
para todo o X, Y, Z € X(Q), f,9 € C>(Q).
Seja V uma conexdo afim em @, X,Y € X(Q), p € Q. Entdo (VxY), € T,Q s6
depende de X, e dos valores de Y ao longo de uma curva tangente a X em p. Se
(x',...,2") sdo coordenadas locais em torno de p,

0
oxt’

Vil = <X Y4 r;ikaY’f)

onde as n? funcdes I’;k : @ — R, ditas os simbolos de Christoffel, sdo definidas através
de

o ;0
a7 Ok IR ox
Um campo vectorial X definido ao longo de um caminho ¢ : R — @ diz-se paralelo ao
longo de c se

\%

DX
— =V X =0.
dt ¢
O caminho ¢ diz-se uma geodésica da conexdo V se
D¢
— =0.
dt
Em coordenadas locais (z!,...,2") as equagdes das geodésicas s3o
B 4Thalih =0 (i=1,...,n).

Uma conexdo V numa variedade pseudo-Riemanniana (Q, (-, -)) diz-se compativel com a
métrica se
X (Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx2)

para todo o X, Y, Z € X(Q). Em particular, isto significa que comprimentos de vectores
e angulos entre vectores transportados paralelamente ao longo de uma curva permanecem
constantes ao longo da curva.



19. Dados dois campos vectoriais X,Y € X(Q), o seu paréntesis de Lie é o campo vectorial
definido pela derivacdo

(X Y] f=X-(Y-f)=Y - (X-f)

Em coordenadas locais (z1,...,2") tem-se
OY? OXT\ 0 ; N
XY =(X'— -V — - = (X-Y'-Y. X' -
X, Y] < dxd dxd ) oz’ ( ) oz’
Uma base local de campos vectoriais {X1,..., X, } é localmente da forma
0
Xi = ox’
para certas coordenadas locais (z!,...,2") sse [X;, X;] =0 (i, =1,...,n).

20. A conexdo V diz-se simétrica se
VxY - VyX = [X,|Y]
para todo o X,Y € X(Q). Em coordenadas locais isto traduz-se na condi¢do
e=Ti; (k=1 n).
21. Teorema de Levi-Civita: Dada uma variedade pseudo-Riemanniana (@, (-,-)), existe uma
Gnica conexdo V em (@ tal que
(i) V é simétrica;
(i) V é compativel com (-, ).

Em coordenadas locais os simbolos de Christoffel para esta conex3o s3o
i Loy
ik = 59" Digi + g — Agjk)

onde (gij) = (gij)_l e 82 = %
22. Se (@, (-,-)) é pseudo-Riemanniana e ¢ : R — @ é uma geodésica (da conexdo de Levi-
Civita) entdo (¢(t),¢(t)) é constante. A geodésica diz-se do tipo
(i) Espaco se (¢(t),c(t)) > 0;
(i) Tempo se (¢(t),¢(t)) < 0;
(iii) Luz se (¢(t),c(t)) = 0.
Se a geodésica é do tipo espago ou tempo entdo o pardmetro t da geodésica é proporcional
ao comprimento de arco.

Il. Sistemas Mecanicos em Variedades Riemannianas

1. O fibrado tangente de uma variedade diferencidvel () de dimensdo n é o conjunto

TQ=JT,Q={v,€T,Q:pecQ}

PeEQ



A projeccdo candnica é a aplicagdo m : T'(Q) — (@ dada por w(vy) = p para v, € T,Q,p €
Q. O conjunto 7~ 1(p) = T,Q diz-se a fibra sobre p € Q.

Um sistema de coordenadas locais (¢!,...,¢,) em U C Q induz um sistema de co-
ordenadas locais (¢!,...,¢", ¢, ...,¢") em 7= 1(U) C TQ do seguinte modo: a um
vector v, € w1 (U) associamos as coordenadas (¢',...,q") de p € U e as componentes
(¢',...,¢") € R™ de vp na base de T}, proveniente do sistema de coordenadas,
.0
Uy = - .
p q aqz

Portanto T'Q) é naturalmente uma variedade diferencidvel de dimens3o 2n, e a projec¢ao
candnica é uma aplicacio de classe C*°.

Um campo vectorial X € X(Q) é uma fungdo C™ X : Q — T'Q tal que X(p) € T,Q
para todo o p € @), isto é, tal que m o X =idg. Diz-se que X é uma seccdo do fibrado
tangente.

2. O fibrado cotangente de () é o conjunto
7°Q=|J 1;Q = {w, € T;Q : p € Q}.
PeEQ
A projec¢do candnica é a aplicagdo 7 : T*() — @ dada por m(wp) = p para wy, € 1,Q,p€
Q. O conjunto !(p) = TQ diz-se a fibra sobre p € Q.
Um sistema de coordenadas locais (¢!,...,¢,) em U C Q induz um sistema de co-
ordenadas locais (¢',...,q", p1,...,pn) em 7~ Y(U) C T*Q do seguinte modo: a um

covector w, € 7 }(U) associamos as coordenadas (¢',...,¢") de p € U e as componen-
tes (p1,...,pn) € R™ de w, na base de T;Q) proveniente do sistema de coordenadas,

S
wp = pidq’.
Portanto T é naturalmente uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n, e a projec¢ao

candnica é uma aplicacio de classe C*°.

3. Um sistema mecanico é um triplo (Q, (-, ), F), onde @ é uma variedade diferencidvel, dita
o espaco de configuragbes, (-,-) é uma métrica Riemannianaem Q e F : TQ — T*Q,
dita a forca exterior, satisfaz F(T,Q) C T,;Q para todo o p € Q.

4. Dado um sistema mecénico (Q, (-, ), F),
(i) A energia cinética é a aplicagdo C*° K : TQQ — R dada por

K(vp) = %<Up’vp>

para todo o v, € T,Q,p € Q; em coordenadas locais (¢*,...,q"),

0 1

(i) O operador massa é a aplicagdo C*° u: T'QQ — T dada por
1(vp) = (vp, ) € T;Q
para todo o v, € T,Q,p € @; em coordenadas locais (¢*,...,q"),

) o
i— ) = gi;iq'd¢’.
u(q an> 9i54'dq
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(iii) F diz-se posicional se é constante ao longo das fibras, i.e., se F(v,) = F(w,) para
todo o vy, wp, € T,Q,p € Q.

(iv) F diz-se conservativa se existe U : Q — R tal que F(v,) = —dU, para todo o
p € @ (em particular qualquer for¢a conservativa é posicional); a fungdo U diz-se a
energia potencial.

. Dado um sistema mecénico (Q, (-,-),F), a Lei de Newton é a equagdo diferencial

u(5) =70

— =V
dt ¢

é a aceleracdo da curva (V é a conexdo de Levi-Civita). Uma solugdo ¢ : R — @ da
equacdo de Newton diz-se um movimento do sistema mecanico.

onde

Em coordenadas locais (¢,...,q") tem-se
D¢ d (0K oK i
wl— | == — | — —| d¢".
dt dt \ 0¢* 0q
Em particular se 7 = —dU é conservativa as equacdes do movimento s3o
d oK B oK _6_U
dt \ 0¢' d¢t  Oqi

Num sistema mecénico conservativo (Q, (-,-), —dU), a energia mecanica E,, = K +U é
constante ao longo de qualquer movimento.

Seja (Q, (-,-), —dU) um sistema mecéanico conservativo e h € R tal que

Qn={peQ:U(p) <h}+#a.

A métrica de Jacobi na variedade @)}, é dada por

{(vp, wp)) = 2[h — U(p)|(vp, wp)
para todo o v,, w, € T,Q,p € Q.

Teorema de Jacobi: Os movimentos de um sistema mecéanico conservativo (Q, (-, ), —dU)
com energia mecanica h sdo, a menos de reparametrizacdo, geodésicas da métrica de Ja-
cobi na variedade Q.

Uma curva ¢: R — ) é uma geodésica reparametrizada sse satisfaz a equagdo

D¢ )

i (t)e
para f € C®(R).
Seja (@, (-,-)) uma variedade Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V e ((-,-)) =
e*’(-,-) uma métrica conformemente relacionada com (-,-) (onde p € C*(Q)). Entdo a
conexdo de Levi-Civita V de ((-,-)) é dada por

VxY =VxY +dp(X)Y +dp(Y)X — (X,Y)grad p

para todo o X,Y € X(Q), onde grad p é definido por (grad p, Z) = dp(Z) para todo o
Z e X(Q).



12. Uma restricdo holénoma é uma subvariedade N C @ tal que dim N < dim@. Um
caminho ¢ : R — @ diz-se compativel com N se ¢(t) € N para todo o t € R.

13. Uma forca de reaccdo num sistema mecinico com restricdo holénoma (Q, (-, ), F, N) é
uma aplicagdo R : TN — T*Q com R(I,N) C T;(Q) para todo o p € N tal que as
solugdes da Lei de Newton generalizada

n () =R

com condic3o inicial em T'N s3o compativeis com IN. Diz-se que a forca de reaccio é
perfeita, ou que satisfaz o principio de D'Alembert, se

IR (vy) € TplN

para todo o v, € T,N,p € N.

14. Dado um sistema mecénico com restricdo holénoma (@, (-,-),F, N), existe uma dnica
forca de reaccdo R : TN — T*(@ que satisfaz o principio de D'Alembert. As solucdes da
Lei de Newton generalizada

n(G) =R

sdo exactamente os movimentos do sitema mecanico (N, ({-,-)), Fn), onde ((-,-)) é a
métrica induzida em N por (-,-) e Fn € a restricdo de F a TN. Em particular, se
F = —dU é conservativa entdo Fny = —d (U|n).

15. Seja (@, (-,-)) uma variedade Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V e (N, ((-,-)))
uma subvariedade com a métrica induzida e conex3o de Levi-Civita D. Ent3o

NT
DxY = (VgV)
para todo 0 X,Y € X(N), onde X,Y sdo extensdes quaisquer de X,Y a X(Q) e
T TQ|y — TN designa a projeccdo ortogonal. Além disso,
B(X,Y)=V3Y - DxY

(dita a segunda forma fundamental de N') esta bem definida, e B(X,Y), € TPLN é uma
fungdo bilinear simétrica de X, Y), para todoo p € N.

Ill. Corpo Rigido

1. Um corpo rigido com um ponto fixo é qualquer sistema mecanico da forma (SO(3), ({-,-)), F)
com

(($1.82) = [ (Sug Sug)am.

onde m é uma medida positiva e finita em R? para a qual as funcdes &, £2 sdo integraveis
(dita a distribuicio de massa da configuracido de referéncia), (-,-) designa o produto
interno Euclidiano usual em R3 e F : T'SO(3) — T*SO(3) é uma forca exterior.



10.

. Usando a identificacdo

RY ~ M;3(R) D SO(3)

temos
TsSO3) = {SA: A" = —A} = {SA: A€ s0(3)} = (Ls), 50(3).

A métrica ((-,-)) definida em SO(3) por um corpo rigido com um ponto fixo é invariante
a esquerda (portanto existem tantos corpos rigidos com um ponto fixo como produtos
internos definidos positivos em s0(3) ~ R3, i.e., como matrizes reais 3 x 3 simétricas
definidas positivas).

. Tem-se

<<51,SQ>> =tr (51J52t> s
onde

3= [ €,
R3

Se S : R — SO(3) é um caminho e D é a conexdo de Levi-Civita de (SO(3), ({:,")))
entdo

(Ds$. 1)) = [ (3¢ Fghm

O momento angular de um corpo rigido cujo movimento é descrito por S : R — SO(3)
é o vector

p(t) = [ [(5€) x (S(0)¢) ] am.

Se §: R — SO(3) é uma geodésica de (SO(3),({-,-))) entdo p(t) é constante.

Existe um isomorfismo vectorial §2 : 50(3) — R? tal que
AE=Q(A) x &

para todo 0 £ € R? e A € s0(3).
O operador linear I : R3 — R? dado por

I(v) = /R 6% (v x €))dm

diz-se o tensor de inércia do corpo rigido.

O tensor de inércia de um corpo rigido € um operador linear simétrico definido positivo e
1 . . 1 1
K = 5{(8,8)s = 5S4, 54))s = 5(192,9),

onde S =SA e Q= Q(A).

Existe uma base ortonormada {ey, ez, e3} de R? na qual I admite a representacio I =
diag(ly, I, I3). Os eixos Req, Req, Res dizem-se os eixos principais de inércia e os valores
préprios I, I2, I3 os momentos principais de inércia do corpo rigido.
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Na base candnica o tensor de inércia admite a representacdo matricial

fRa(IUQ + 2%)dm — Jgs xydm — Jgs xzdm
I= — Jgraydm  [oa(2? 4+ 2%)dm — [psyzdm
- fRS rzdm - fRS yzdm fRS (22 + y*)dm

Equacées de Euler: As equag¢des do movimento do corpo rigido com 1 ponto fixo na
auséncia de forcas exteriores s3o dadas por

10 = (IQ) x Q.

Na base {e, ez, e3} dos eixos principais de inércia, estas equagdes escrevem-se

LD = (I — 13)Q203
Ly = (I3 — 1)
Q3 = (I — 1)1,

SQ = w é a velocidade angular instantanea do corpo rigido: em cada instante, o corpo
roda em torno de Rw com velocidade angular ||w||. Portanto €2 é a velocidade angular
no referencial (acelerado) ligado ao corpo rigido.

Se I; > I, > I3, os pontos de equilibrio das equacdes de Euler s3o dados por
Q=4||e; (i=1,2,3),

e sdo estaveis para ¢ = 1,3 e instaveis para i = 2.

O elipsdide de inércia é o conjunto
E={¢€cR: (I£,€) = 1}.

Teorema de Poinsot: Se S : R — SO(3) é um movimento do corpo rigido com um ponto
fixo na auséncia de forgcas exteriores, entdo S(t)F rola sem escorregar sobre um plano
fixo perpendicular ao momento angular (constante) p, onde E é o elipsdide de inércia.

Se I} > I, > I3, as rotagdes em torno de Rej, Res sdo estdveis ndo sé para Q(t) mas
também para w(t).

Angulos de Euler: Correspondem as coordenadas locais (6, ¢, ) €]0, 7[x]0, 27[x]0, 2]
em SO(3) definidos por

cosp —senp 0 1 0 0 costy —sentyp 0
S(0,p,1%) = | senp cosp 0 0 cosf —send seny cosy 0
0 0 1 0 senf cosf 0 0 1

A interpretacdo geométrica destes angulos é a indicada na figura.



plano horizontal

linha nodal

19. Se 1 = I entdo a energia cinética do corpo rigido com um ponto fixo nas coordenadas
locais (0, ¢, 1,0, ¢,1) de T'SO(3) é dada por

K= % (92+¢2sen29) —i—% <¢—|—gbcos€)2.

20. Pido de Lagrange: Assumindo que o centro de massa do corpo rigido é um ponto do eixo
dos zz,

1
= — dm =le,
Eom M/Mﬁm e

(onde

M = dm
RS

é a massa total do corpo rigido), e que a dnica forga exterior provém do campo gravita-
cional constante, obtém-se um sistema mecanico conservativo com energia potencial

U = Mgl cos¥.

IV. Mecanica Lagrangeana

1. Um Lagrangeano é uma funcdo L : TQ) Xx R — R de classe C*®°. Sec: R — @ é um
caminho C*® e a < b € R, a acgdo de ¢(t) em [a, ] correspondente ao Lagrangeano L é
o nimero real

S = / bL(c'(t),t)dt

(note-se que ¢(t) € Ty;)@). Uma variacdo de c(t) em [a, b] € uma funcdo v : Rx]—¢, e[—
Q@ (e > 0) de classe C tal que
V(t,0) = ¢(t)

10



paratodoot € R e

v(a, @) = c(a)
v(b, ) = c(b)
para todo 0 « €] — €,e[. A uma variagdo de ¢(t) corresponde a fun¢do S :] —e,e[— R

dada por \
S(a):/ L(y(t, o), t)dt

(onde 4 = % = y*%). O caminho ¢(t) diz-se um ponto critico da acgdo correspondente

ao Lagrangeano L no intervalo [a, b] se

dsS
—(0)=0
70
para qualquer variagao .

. O caminho ¢ : R — @ é um ponto critico da acgdo correspondente ao Lagrangeano
L:TQ x R — R no intervalo [a, b] sse satisfaz as equacbes de Euler-Lagrange

d (0L oL .

para todo o ¢ €]a, b, onde (¢, ...,q") sdo coordenadas locais em @ nalguma vizinhanca
de algum ponto de ¢([a,b]) C Q.

. Os movimentos de um sistema mecénico conservativo (Q, (-,+), —dU) s3o os pontos
criticos da accdo correspondente ao Lagrangeano L =T — U em qualquer intervalo.

. As geodésicas de uma variedade pseudo-Riemanniana (@, (-, -)) sdo os pontos criticos da
acgdo correspondente ao Lagrangeano L : T'QQ — R dado por

1

L(vp) = §< s Up) = K (vp)

em qualquer intervalo

. As geodésicas ndo nulas de uma variedade pseudo-Riemanniana (@, (-,-)) sdo, a menos
de reparametrizacdo, os pontos criticos do comprimento de arco, i.e., os pontos criticos
da acgdo correspondente ao Lagrangeano L : T'(Q — R dado por

L(vp) = [(vp, vp)|

N

em qualquer intervalo.

. Se o caminho ¢: R — @ satisfaz (¢(t), ¢(t)) # 0 para todo o t € [a,b] e o comprimento

b
) . 1
S= [ [e(t), é(t))]2dt
a
de ¢(t) entre c(a) e ¢(b) é < (ou >) que o comprimento de qualquer outro caminho entre
0s mesmos pontos entdo c|]a7b[ € um arco de geodésica reparametrizado.

. Sejam (Q, (-,)) e (M, (-,-)) variedades pseudo-Riemannianas isométricas, f : Q@ — M
uma isometria e ¢ : R — () uma geodésica. Entdo foc: R — M é uma geodésica.

11



V. Mecanica Hamiltoniana

1. Escrevemos
TQxoT'Q= | T,Q x T;Q.
peQ

Dado um Lagrangeano L : TQ x R — R, definimos a funcio H : TQ XoT*Q@ xR —=R
através de .

H(vp,wp, t) = wp(vp) — L(vp, 1).
A unido dos pontos criticos das fun¢des ﬁ]{wp}prQX{t} : T,@Q — R é uma subvariedade
de TQ xgoT*Q x R que é o gréifico de uma fungdo de dominio T'Q) X R; se esta variedade
for também o gréafico de uma fung¢do de dominio T*(Q) x R, o Lagrangeano diz-se hiper-
regular.

2. Dadas coordenadas locais (¢!,...,¢") em @, introduzimos as correspondentes coordena-
das locais induzidas em T'Q e T*Q:

.0
1 n -1 n 3 S
(q7"'7q 7q7"'7q)anqi7
(g% ..., " p1s- . pn) — pidg".

3. Um Lagrangeano hiper-regular L : TQQ x R — R define um difeomorfismo que preserva
fibras entre TQ) x R e T*Q x R, dado localmente por p; = g—q.Li (dita a transformacdo de
Legendre), e uma funcio O H : T*Q x R — R, dada localmente por H = p;j’ — L
(dita o Hamiltoniano), tais que a transformagdo de Legendre leva solugdes das equagdes de
Euler-Lagrange (definidas em T'Q x R) em solu¢des das equagées de Hamilton (definidas
em T*@Q x R), dadas localmente por

i OH
7 = 3p;
. oOH
bi = gt

4. Se m : T*Q — @ é a projec¢do candnica, definimos a I-forma candnica (ou I-forma
tautoldgica, ou potencial simpléctico candnico) 6 € Q1 (T*Q) através de

0(cop) = Ty

para todo o o, € T*(Q, e a forma simpléctica candnica w € Q%(T*Q) como sendo w = df.
Em coordenadas locais,

0 = pidq';
w = dp; A dg'.

7

5. Se M é uma variedade diferencidvel, X € X' (M) é um campo vectorial e w € QF(M) é
uma forma-k, a contraccio de X com w é a forma-(k —1) X |w € QF~1(M) definida por

XJw(Yl,. .. 7Yk71) = w(X,Yl, ce 7Yk71)

para todos os campos Y7i,..., Yy 1 € X (M).
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10.

11.
12.

13.

14,

15.

Se %—Ij =0& %—% = 0, as equacdes de Hamilton definem um fluxo cujo correspondente

campo vectorial Xy satisfaz
Xpg|w=—dH.

Em particular, Xy - H = 0, i.e.,, o Hamiltoniano mantém-se constante ao longo das
solu¢bes das equagdes de Hamilton (ou equivalentemente ao longo das solugdes das
equagdes de Euler-Lagrange).

. Uma variedade simpléctica é um par (M,w), onde M é uma variedade diferencidvel e

w € Q%(M) é fechada (dw = 0) e ndo degenerada (v,|w = 0 para todo o v, € T,M
implica v, = 0).

Se @ € uma veriedade diferencidvel de dimensdo n entdo (T*Q,w = df) é uma variedade
simpléctica de dimens3o 2n (6 é a 1-forma candnica).

Se (M,w) é uma varidedade simpléctica entdo dim M ¢ par.

Se (M,w) é uma variedade simpléctica e H € C*°(M) entdo o campo Hamiltoniano
gerado por H é o (unico) campo vectorial Xy € X(M) tal que

XHJ(,U = —dH
(—X g diz-se o gradiente simpléctico de H). O fluxo de Xy diz-se o fluxo Hamiltoniano
gerado por H.
H ¢é constante ao longo do fluxo Hamiltoniano gerado por H (i.e., Xz - H = 0).

Teorema de Darboux: Seja (M,w) uma variedade simpléctica de dimensdo 2n e p € M.
Entdo existem coordenadas locais (¢',...,q", p1,...,pn) Numa vizinhanca de p (ditas
coordenadas de Darboux) tais que nessa vizinhanga

w=dp; Ndg' =dpy Ndg* + ...+ dp, A dq".

n vezes
) , RV . ~ ~ —_———
Se (M,w) é uma variedade simpléctica de dimensdo 2n entdo w™ = WA ... Aw é uma
forma de volume em M (e portanto M é orientdvel).

Um simplectomorfismo entre duas variedades simplécticas (M,w) e (N,Q) é um difeo-
morfismo ® : M — N tal que &*Q = w.

Seja M uma variedade diferencidvel, X,Y € X(M), f € C®(M), w € Q¥(M). O campo
X define um fluxo ®X : M x R — M, determinado pela solu¢io ®;*(p) do problema de
Cauchy

LoX (p) = XoX(p)
o5 (p) =p

As derivadas de Lie de f,w,Y em ordem a X s3o definidas através de

£xf=g| roak,

£xw = 4 (fth)*w
dt|—g 7

Lyy =4 (X)), Y
dt |, o

13



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.
25.

e calculam-se usando

£xw = X|dw+ d(X|w) (formula magica de Cartan),
£xY = [X,Y].

O fluxo Hamiltoniano gerado por H € C°°(M) é um grupo a 1 pardmetro de simplect-
morfismos.

Teorema de Liouville: O fluxo Hamiltoniano preserva o volume simpléctico: se A C M é
mensurdvel e H € C°°(M) entdo

vol <(I>f(H(A)> = vol(A),

onde ®;*% (p) designa o fluxo de Xy € X (M) no instante t € R com condicio inicial
p € M e o volume simpléctico é definido por

vol(A) = /A W,

Teorema da Recorréncia de Poincaré: Seja M uma variedade orientdvel com elemento de
volume fixo, g : M — M um difeomorfismo que preserva volume, A C M um conjunto
de volume finito invariante para g (i.e., g(A) = A). Entdo quase todos os pontos de
qualquer conjunto mensuravel B C A regressam a B infinitas vezes por iteracdo de g.

Seja (M,w) uma variedade simpléctica, H € C*°(M), A C M invariante para o fluxo
Hamiltoniano de H, vol(A) < 4+00. Dado B C A mensurdvel, quase todas as trajectérias
<I>tXH (p) de condigdo inicial p € B regressam a B para valores arbitrariamente elevados
de |t].
X € X(M) diz-se localmente hamiltoniano se para todo o p € M existe uma vizinhanga
U>pe H e C®(M) tais que tais que X |w = —dH em U.
X € X(M) é localmente hamiltoniano sse ®;¥ ¢ um grupo a 1 pardmetro de simplecto-
morfismos.
Se F,G € C*°(M), o seu paréntesis de Poisson é {F,G} = Xr(G) = dG(XF).
(C>®°(M),{-,-}) é uma dlgebra de Lie, i.e., tém lugar as seguintes propriedades:

(i) {F,G} = —{G, F} (anti-simetria);

(i) {aF + PG, H} = o{F,H} + p{F, H} (bilinearidade);

(i) {F,{G,H}} +{G,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0 (identidade de Jacobi),
para todo o a, S € Re F,G,H € C*°(M). Além disso, o paréntesis de Poisson satisfaz
também

(iv) {F,GH} ={F,G}H + {F, H}G (identidade de Leibniz),
para todo o F,G,H € C*°(M).
Se M é uma variedade diferencidvel, (X (M), [-,-]) é uma algebra de Lie.

C>®(M)> H — Xy € X(M) éum homomorfismo de dlgebras de Lie entre (C*°(M),{-,-})
€ (X(M)v ['7 ])v e,

14



26.

27.
28.

29.

30.

31.

() Xarspe = aXp + BXa;
(i) X¢pey = [Xr, Xal,
paratodooa,f € Re F,G,H € C*(M). O nicleo deste homomorfismo s3o as fun¢des

constantes, e a imagem s3o os campos hamiltonianos (que em particular formam uma
subdlgebra de Lie de X'(M)).

Uma variedade de Poisson é um par (M,{-,-}), onde M é uma variedade diferencidvel e
{-}:C®(M) x C*®(M) — C*>*(M) satifaz
(i) {F,G} = —{G, F} (anti-simetria);
(ii) {aF + BG,H} = o{F,H} + B{F, H} (bilinearidade);
(i) {F,{G,H}} +{G,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0 (identidade de Jacobi);
(iv) {F,GH} = {F,GYH + {F, H}G (identidade de Leibniz),
para todoo a,f € Re F,G,H € C>*(M).
Qualquer variedade simpléctica (M, w) é naturalmente uma variedade de Poisson (M, {-,-}).

Teorema de Kirillov: Qualquer variedade de Poisson (M, {-,-}) é folheada por subvarie-
dades simplécticas (S, wg) de tal forma que

{F,G}(p) = {Fls, Gls}(p)

para todo o p € M, onde S é a folha simpléctica que contém p.
Se (M, {-,-}) é uma variedade de Poisson e H € C*°(M), o campo Hamiltoniano gerado
por H é o campo Xy € X(M) tal que

Xy-F={H,F}

para qualquer fungdo F' € C'°(M).

Dar uma estrutura de Poisson em M equivale a dar um tensor anti-simétrico B € 72(M)
satisfazendo
By, B* + Bllo,B¥ + B¥9,BY =

em qualquer sistema de coordenadas locais (z1,...,2™). O paréntesis de Poisson é ent3o
dado por -
{F,G} = B(dF,dG) = BY0,F0;G

e portanto

g . g o
1) _ 1 J — ] . N
BY ={z',2’}, Xyp=B alHam]..
Se (M,w) é uma variedade simpléctica, tem-se
(BY) = —(wig) ™"

Uma aplicagdo de Poisson f : M — N entre duas variedades de Poisson (M, {-,-}) e
(N, {-,-}) é uma fungdo C*° tal que

fAFGY={["F.['G} & {F,G}o f={Fo f,Gof}

para todo o F,G € C*®(N).
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32

33.
34.

35.

36.

. O fluxo Hamiltoniano <I>tXH : M — M gerado por H € C*°(M) é uma aplicagdo de
Poisson.

A fungdo H € C°°(M) é constante ao longo do seu fluxo Hamiltoniano.
Se (M,{-,-}) e (N,{-,-}) sdo variedades de Poisson, f : M — N é uma aplicagdo de
Poisson e H € C*°(M) entdo
fsXtor = Xm.

C*®(M)> H — Xy € X(M) é um homomorfismo de dlgebras de Lie entre (C*°(M),{-,-})
e (X(M)v ['7 ])v e,

(i) Xartsa = aXr + X,

(i) X¢ray = [Xr, Xal,
para todo o o, € Re F,G,H € C*®°(M). O nicleo deste homomorfismo dizem-se as

funcdes de Casimir, e a imagem sdo os campos hamiltonianos (que em particular formam
uma subdlgebra de Lie de X (M)).

O espaco tangente a folha simpléctica S C M no pontop € M é
7,8 = {(XH)p He COO(M)} = Im(B,),

onde B é o tensor de Poisson. As fun¢des de Casimir sdo constantes em cada folha
simpléctica.

VI. Simetria e Reducao

1.

Uma acgdo de um grupo de Lie G numa variedade M é uma aplicagio ® : G x M — M
de classe C'*° tal que

(i) ®(e.p) =pi

(i) (g, ®(h,p)) = P(gh,p),
para todo o p € M, g,h € G (e € G é o elemento neutro de G). Em geral escreve-se
®(g,p) =9 p.

Se G age em X, a ac¢do infinitesimal de g = T.G em M é a aplicac3o linear g > £ —
X¢ e X(M), onde
d
X¢ = — t) -
T [ce(t) - 1],

sendo c¢ : R — G um caminho satisfazendo c¢(0) = e, é¢(0) = &.
Uma acg¢do de um grupo de Lie G na variedade de Poisson (M, {-,-}) diz-se uma ac¢cdo
de Poisson se cada aplicacdo p +— ¢ - p é uma aplicacdo de Poisson.

Se a acgdo de G em (M, {-,-}) é de Poisson e X¢ é Hamiltoniano para todo o & € g, a
aplicacdo J : M — g* tal que
XE = X7

para todo o £ € g diz-se a aplicacio momento para a acgdo (onde (-,-) designa o empa-
relhamento dual).

Se G age em M, a fungdo H € C*°(M) diz-se G-invariante se H(g -p) = H(p) para
todooge G, pe M.
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6. Teorema de Noether (versdo Hamiltoniana): Se a ac¢do de G em M admite uma aplicagdo
momento J : M — g* e H € C°°(M) é G-invariante entdo .J é constante ao longo do
fluxo Hamiltoniano de H.

7. Se G age em (@), entdo a acgdo de G em T*(Q) definida por
g-a,= (g_l-)* ap € TyQ

(dita o levantamento da acgdo para o fibrado cotangente) é uma acgdo de Poisson, e
admite a aplicacdo momento J : T*(Q) — g* dada por

(J(ap), &) = (ap, Y;>£>

(onde Y& € X(Q) é a accdo infinitesimal de & em @Q e (-,-) designa o emparelha-
mento dual). Escolhendo uma base {X,...,X,,} em g (de modo que £ = X, com
€% € R) e coordenadas locais (¢',...,q") em Q (induzindo as usuais coordenadas locais

(q',....q¢",p1,--.,pn) em T*Q), temos

0

§— K1
Y _K(Zz(q 7"'7qn)§aa_qi

(onde as n x m fungdes K sdo as fun¢bes da acgdo de G em (@Q), e portanto

<J(q17' .. 7qn7p17' .. 7pn)7§> :le}z(q17 .. ,qn)§a7

ou
Ja(d's o q" Pty pn) = piKL(q -, q").

8. Teorema de Noether (versio Lagrangeana): Se G ageem Qe L : TQ xR — R é G-
invariante (i.e., L ((g-)«v,t) = L(v,t) para todo o v € T,Q, p € Q) entdo a quantidade

FL <Yf> = g—;f(gga

é conservada ao longo das solu¢bes das equagbes de Euler-Lagrange para todo o £ € g.
(A aplicagdo linear FL : T,,QQ — R definida por

L(v + tw)
t=0

dt
para todo o w € T, M diz-se a derivada de L ao longo da fibra no ponto v € T),Q)).
9. Se G age em M, define-se a seguinte relacdo de equivaléncia em M:
p~q<=p=g-p
para algum g € GG. A classe de equivaléncia de p € M,
p)={9-p:g€G}
diz-se a drbita de p. O quociente de M pela accio de G é
M _ M
G
e a projeccdo natural w: M — M/G é a aplicagdo definida por 7(p) = [p].

{[p] : p € M},

17



10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

Redugdo de Poisson: Se a acgdo de G em (M, {-,-}) é de Poisson e M /G é uma variedade,
entdo M /G é naturalmente uma variedade de Poisson (identificando C'*°(M/G) com as
fungdes G-invariantes em C'°°(M)), e a projec¢ao natural m : M — M /G é uma aplicagdo
de Poisson. Em particular, 7 leva o fluxo Hamiltoniano de fungcées G-invariantes em M
no fluxo Hamiltoniano das fun¢des correspondentes em M /G.

Um campo vectorial X € X(G) diz-se invariante a esquerda se (L)
qualquer g € G. O campo X € X(G) € invariante a esquerda sse

XQ = (Lg)*f

para algum £ € g = T.G, pelo que podemos identificar g com o espago vectorial dos
campos invariantes a esquerda em G. Se XY € X(G) sdo invariantes a esquerda,
[X,Y] é também invariante a esquerda, pelo que (g, [-,-]) € uma subdlgebra de Lie de
(X,[-,-]) de dimensdo m = dim(G), dita a dlgebra de Lie do grupo G.

X = X para

*

Se G é um grupo matricial (i.e., um subgrupo de GL(n,R) para algum n € N), entdo g
é uma subdlgebra de gl(n,R) = M, (R), e

[A,B] = AB — BA
para todoo A, B € g.

Dada uma base { X, ..., X,,} de g, definem-se as constantes de estrutura C{., associadas
a esta base através de
[Xp, Xc] = C5 Xe.

Dados m? niimeros reais Cf., eles sao constantes de estrutura associadas a alguma base
de uma determinada algebra de Lie de dimensdo m sse

(i) Cp. = =Ca;

(i) Co,Ceq + CiCiq + CeCiy = 0.
A forma diferencial w € Q'(Q) diz-se invariante 3 esquerda se (L,4)* w = w para qualquer
g € G. A forma w € Q'(G) é invariante 3 esquerda sse

3

*
wg = (Lg-1)" o
para algum p € g* = T7G, pelo que podemos identificar g* com o espago vectorial das
formas-1 invariantes a esquerda em G.

Se {Xi,..., X} é uma base de g e {w!,...,w™} é a base dual, temos
1
dw® = —CL W @ wt = —§Cgc W A w°

(equagdes de Maurer-Cartan).
Redugdo de Lie-Poisson: T*G /G ~ g* com o paréntesis de Poisson definido por
{F, H} (1) = (n, [dF’, dH])
para todo o F,H € C*(g*), onde dF,dH € g ~ g. Introduzindo coordenadas

(p1,...,pm) em g* através de u = p,w®, temos
OF OH
F H} =p,Ch.———
{ } Pa bcapb apca
onde C}. sdo as constantes de estrutura associadas a base dual {X,..., X, }.
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17.

18.

O isomorfismo vectorial £2 : 50(3) — R? dado por
A =Q(A) x &
para todo o0 & € R? e A € 50(3) satisfaz
Q([A, B]) = Q(A) x Q(B).

Portanto, (R3, x) é uma &lgebra de Lie isomorfa a (s0(3), [-,]).

Recordando que
TsSO(3) ={SA: Aeso(3)} = (Ls),s0(3),

podemos fazer a identificacdo
TSO(3) ={(S,A): S € 50(3),A €s0(3)} = 50O(3) x s50(3),
ou, usando o isomorfismo €2 : 50(3) — R3,
TSO(3) ={(5,9Q): 5 € SO(3),2 € R*} = SO(3) x R,

SO(3) age em si préprio por multiplicagdo a esquerda; o levantamento desta acgdo para
o fribrado tangente é dado por

R- (Sa Q) = (LR)* (Saﬂ) = (RS, Q)

Consequentemente, o Lagrangeano do corpo rigido com um ponto fixo sem forcas exte-
riores, L = (I, §2), é SO(3)-invariante. Notando que € sdo coordenadas na fibra, e
usando a usual identificagio (R?)" ~ R3 através do produto interno Euclideano, podemos
fazer a identificacdo

T*S0(3) = {(S,P) : § € SO(3),P € R?},
onde
<(Sa P)v (Saﬂ)> = <Pvﬂ>'

A transformacdo de Legendre gerada pelo Lagrangeano do corpo rigido com um ponto
fixo sem forcas exteriores é P = I, pelo que o Hamiltoniano correspondente é H =
%(P,I‘1P>. O levantamento da ac¢do de SO(3) em si préprio por multiplicagdo a
esquerda para o fibrado cotangente é dado por

R-(S,P) = (L)’ (S,P) = (RS, P),

pelo que H é SO(3)-invariante. De acordo com o teorema da redu¢do de Lie-Poisson, o
seu fluxo pode ser estudado na variedade reduzida T*SO(3)/SO(3) ~ 50(3)* ~ R3 com
o paréntesis de Poisson

{F,G} = (P,VF x VG) = (P x VF,VG).
Nesta variedade tem-se
Xy =PxVH=Px (I"'P),

e o fluxo deste campo conduz exactamente as equacdes de Euler. A funcdo P2 é clara-
mente uma funcdo de Casimir, e as suas superficies de nivel s3o as folhas simplécticas
de (R3,{-,-}). Finalmente, a aplicacio momento J : T*SO(3) — R3 =~ s0(3)* para a
acgdo de SO(3) em T*SO(3) é J(S,P) = SP = p. Recorde-se que, uma vez que H é
SO(3)-invariante, esta funcdo é conservada pelo fluxo de H em T*SO(3).
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VII. Sistemas Completamente Integraveis

1.

Dada uma variedade simpléctica (M,w) de dimens3o 2n, definimos o Hamiltoniano como
uma fungdo fixa H € C'*°(M) fixa cujo fluxo Hamiltoniano desejamos estudar.

2. F € C™(M) diz-se um primeiro integral se {H, F'}=0.
3. Se F,G € C°°(M) s3o primeiros integrais, entdo {F, G} é ainda um primeiro integral.
4. Fy,...,F, € C®°(M) dizem-se

10.

11.

12.
13.

(i) em involucdo se {F;, Fj} =0 (i,j=1,...,m);

(ii) independentesem p € M se (dF1),, ..., (dFy,), € T, M sdo covectores linearmente
independentes.
Se F,...,F,, € C>®(M) estdo em involugdo e sdo independentes nalgum ponto p € M

entao m < n.

(M,w, H) diz-se completamente integrdvel se existem n primeiros integrais F,..., F,
em involucdo independentes num aberto denso U C M.

Um campo vectorial X € X (M) diz-se completo se o seu fluxo ®X esta definido para
todo ot € R.

Se M, N s3o variedades diferencidveis e f : M — N é de classe C*° entdo p € M diz-se
um ponto regular de f se f.: T,M — Ty, N é sobrejectiva. Um ponto ¢ € N diz-se
um valor regular se todos os pontos de f~!(q) s3o pontos regulares de f, caso em que
f~1(q) é uma subvariedade de M de dimensio dim M — dim N.

Se o grupo de Lie G age na variedade diferencidvel M, a acgio diz-se
(i) transitiva se para quaisquer pontos p,q € M existe g € G tal que ¢ =g - p;
(ii) localmente livre se para todo o p € M existe uma vizinhanga aberta V' C G do
elemento neutro e € G tal que g-p # p paratodoo g € V\{e}. Sedim G = dim M,
esta condicdo é equivalente a condicdo de para todo o p € M a aplicacdo g — g p
ser um difeomorfismo local na identidade.

Seja (M,w, H) um sistema completamente integrdvel com primeiros integrais Fy, ..., F),
em involu¢do, independentes no aberto denso U C M e tais que Xp,,...,XF, sao
completos em U. Entdo o conjunto

My={peU:Fip)=fi,....Fu(p)=fu} #9 (E=(f1,...,fn) €R")

€ uma subvariedade de dimens3o n, invariante para o fluxo Hamiltoniano de H, na qual
se encontra definida uma acgcdo de R"™ localmente livre e transitiva em cada componente
conexa.

Dado p € My, o subgrupo de isotropia de p é
F={teR": &¢(p) =p} CR"

(onde ® : R™ x My — My designa a acgdo de R™ em My).
O subgrupo de isotropia de p é um subgrupo discreto de R™.

Seja I" um subgrupo discreto de R™. Entdo existem k € {0,1,...,n} vectores linearmente
independentes ey, ..., e, tais que I' = spany{e;,...,e,}.
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14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

Seja M} a componente conexa de p € M. Entdo My é difeomorfa a Tk xR™*, onde k é
o nimero de geradores do subgrupo de isotropia de p. Em particular, se Mf’ é compacta,
entdo é difeomorfa ao toro n-dimensional T™. (Assumiremos daqui em diante que este é
de facto o caso).

Seja (M,w) um variedade simpléctica. Uma subvariedade N C M diz-se isotrdpica se
w|y =0. Se N C M é isotrépica entdo dim N < n = %dim M. Se N C M é isotrépica
e dim N = n entdo N diz-se uma subvariedade Lagrangeana.

Teorema da Vizinhanca Lagrangeana: Se N C M ¢é uma subvariedade Lagrangeana
compacta ent3o existe um vizinhanca aberta de NV que é simplectomorfa a uma vizinhanca
aberta da secgdo nula em T*N, sendo N identificada com a sec¢do nula.

M} é uma subvariedade Lagrangeana compacta de M.

Teorema de Arnold-Liouville: Seja (M,w, H) um sistema completamente integravel com

dimM =2ne Fy,...,F, € C°°(M) primeiros integrais em involu¢do independentes no
aberto denso U C M. Se as componentes conexas das superficies de nivel de (FYy, ..., F},)
em U s3o compactas ent3o sdo toros n-dimensionais, invariantes para o fluxo de X .
E possivel escolher coordenadas de Darboux (!, ..., ¢" I, ..., I,) numa vizinhanca de
qualquer um destes toros invariantes (coordenadas accdo-angulo) tais que (¢!,..., ")
sdo coordenadas naturais (mod 27) nos toros (coordenadas angulo), e (I1,...,1I,), dadas
por
ek
Q i

(onde ~y; é o gerador da homologia-1 do toro associado a ¢’ e @ é o potencial simpléctico,
df = w) sdo constantes em cada toro (coordenadas ac¢do). Em particular, nestas coor-
denadas H = H(I4,...,I,), e portanto

0
0p!

Xy =w'(Ih,...,1,)

com w! = %; por outras palavras, o fluxo hamiltoniano de Xy nestas coordenadas ¢
1
dado por

(I)t)(H((plv"'vSOnvllv'--vIn) = (4,01+w1t,...,<pn—|—w"t,[1,...,fn).

A construgdo das varidveis ac¢ao-angulo num sistema completamente integravel sé en-
volve operagdes “algébricas” (inversdo de fungdes) e “quadraturas” (cdlculo de integrais
de fungdes conhecidas). Dado que uma vez encontradas as coordenadas ac¢do-angulo o
célculo do fluxo de X é trivial, diz-se que qualquer sistema completamente integravel é
“soldvel por quadraturas” (daqui a origem da designagdo “completamente integrdvel”).

Sejam ¢ = (p',..., ") mod 27 coordenadas naturais no toro n-dimensional T" =
R"/(27Z)" e w = (w!,...,w") € R™ O fluxo ® : R x T" — T dado por

Pi(p) = p +wt

diz-se o fluxo linear no toro com frequéncias w!, ..., w".

As frequéncias w € R" dizem-se independentes se sdo linearmente independentes sobre
Q, i.e., se k-w # 0 para todo o k € Z™ \ {0}.
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22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

Seja f : T" — R integravel a Riemann. A sua média espacial é o nimero real

_ 1 .
e L

e a sua média temporal é a funcdo

1
f (SO) TiToo T

T
/ flp+wt)dt
0

(definida no conjunto dos pontos ¢ € T" para os quais o limite existe).

Teorema Ergddico: Se as frequéncias w s3o independentes, a média temporal existe para
todoop T e

o) =1
Se as frequéncias w sdo independentes entdo {¢ + wt}¢>o é denso no toro para todo o
we T
Se as frequéncias w s3o independentes e n > 2 entdo ¢ + wt ndo é periddico.

Seja (M,w, H) um sistema completamente integravel satisfazendo as condigdes do Teo-
rema de Arnold-Liouville. H diz-se ndo-degenerado se

o’ 0’H

(i.e., se localmente as frequéncias (w!,...,w™) parametrizam os toros invariantes).

Seja (M,w, H) um sistema completamente integravel satisfazendo as condi¢es do Teo-
rema de Arnold-Liouville. Uma vez que localmente os toros invariantes s3o parametrizados
pelas coordenadas ac¢do (I,...,I,), podemos pensar no conjunto de todos os toros in-
variantes como uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Se H é n3o-degenerado,
entdo

(i) Quase todos os toros invariantes possuem frequéncias independentes;

(i) Se m > 2 ent3o o conjunto dos toros invariantes que ndo possuem frequéncias

independentes é denso no conjunto de todos os toros invariantes.

Teorema KAM (Komolgorov-Arnold-Moser): Seja (M,w) uma variedade simpléctica de

dimensdo 2n e Hy € C°°(M) completamente integravel e ndo-degenerado (portanto as

frequéncias (w!,...,w") = (%—Iﬁ,...,%) parametrizam os toros invariantes). Dados
n

Hy € C*(M), H=Hyp+eHiev>n—1, existe u = O <5%) tal que numa vizinhanca
de cada toro invariante de H( cujas frequéncias satisfazem

k- wl| > pl[k]| ™

para todo o k € Z" \ {0} existe um toro invariante de H com as mesmas frequéncias.
: o . : : . 1
Em particular, a fraccdo dos toros invariantes destruidos pela perturbacio é O <52) (no

sentido da medida de Lebesgue nas frequéncias).
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VIIl. Hamiltonianos Dependentes do Tempo e Equacao de Hamilton-Jacobi

1. Seja (M,w) uma variedade simpléctica. O fluxo Hamiltoniano de H € C'>°(M x R) é
dado (em M x R) pelas linhas de vorticidade de w — dH A dt, i.e., pelas curvas integrais
da distribuigdo ker(w — dH A dt).

2. O fluxo Hamiltoniano de H € C*°(M x R) é por simplectomorfismos.

3. Redugdo no Tempo: Seja (M,w) uma variedade simpléctica de dimensdo 2n, H €
C*°(M) um Hamiltoniano independente do tempo, h € R um valor regular de H. Se
(¢',...,¢",p1,...,pn) sdo coordenadas de Darboux tais que localmente H ~!(h) é dado

por p1 = p1(qt,...,q", p2,...,pn) com (g%, ..., q" p2,...,pn) €]— €,e[xU, entdo o
fluxo Hamiltoniano de H em H~!(h) é localmente uma reparametrizacio do fluxo Ha-
miltoniano de K € C*°(]—¢,e[xU) dado por

K(q27 o 7qnap27 o 7pn77) = _P1(7'7 q27 o 7qn7p27 o 7pn)
(visto como um Hamiltoniano dependente do tempo na variedade simpléctica (U, dpa A
dq® + ... +dp, A dg™).
4. A equacao diferencial parcial
S oS oS
H ql,...,q",—l,...,—,t — =0

0q oq" ot
diz-se a equacdo de Hamilton-Jacobi. Uma solucdo completa desta equacdo é uma solucdo
S(q',...,q" a1,...,an,,t) dependendo de n pardmetros (g, ..., ay) tal que

0?8
et (5my) 70

5. Localmente a equacdo de Hamilton-Jacobi admite sempre solu¢cdes completas. Uma
solucdo completa determina o fluxo Hamiltoniano de H mediante

o8
pZ: a_qi(ql""7qn7a17"'7an’t)
.08
ﬂZ: aai(ql,...,q",al,...,an,t)
(onde (BY,...,B8", a1,...,qy,) s3o constantes).

6. Se H n3o depende do tempo, podemos tomar
S(ql""vqnaala--'aan?t) = W(qla"'aqn,al""van) _alt’

onde W satisfaz
15)%% 19)%% > N
_— = 1-

1 n
H<q ey @ ,—aql,...,aqn

As coordenadas (&1,...,6" a1,...,ay) definidas por
ow
pi:aqi(q17---7qn70[17~--7an)
. oW
§Z:aai(qlv"'vqn7a17"-7an)

sao coordenadas de Darboux, e nestas coordenadas

H(EL, . &% an,. .., o) = o.
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