42 ficha de exercicios de Mecanica Geométrica

10 de Abril de 2003

1. Uma particula de massa m > 0 e carga e € R num campo electromagnético estacionario é
descrita pelo Lagrangeano L : TR? — R dado por

1 1 .
L:§m5<2+eA-5<—ecI):§ma;~la;°’+eAZa;~Z—ecI>,

onde ® € C°(R3) é o potencial eléctrico e A € X(R3) é o potencial vector do campo
magnético.

(a) Mostre que as equagdes do movimento sdo
mX = e(E+x x B)

onde E = —V® é o campo eléctricoe B =V x A é o campo magnético. (Sugestao:
Recorde as identidades (X x Y)' = ¢, X7Y*, (V x X)! = £;;40; X" e eijkepim =
0it0jm — Oim0j1).

(b) Mostre que L é hiper-regular e determine a transformagdo de Legendre.

(c) Determine o Hamiltoniano H : T*R3 — R e escreva as equacdes de Hamilton.
2. Seja (@, (+,-)) uma variedade Riemanniana, a € QY(Q) e U € C*°(Q).

(a) Mostre que os pontos criticos da ac¢do correspondente ao Lagrangeano L : TQ — R
dado por

1
L(vp) = §<Up’vp> + vpJa = U(p)
s3o os movimentos do sistema mecénico (Q, (-, -), F), onde

F(vp) = —dU — vp]dor.

(b) Mostre que a energia mecanica E,,, = K+ U é conservada ao longo dos movimentos de
(@, (-,-), F) (este sistema mecanico diz-se entdo conservativo com termo magnético).

(c) Mostre que L ¢é hiper-regular e determine a transformag&o de Legendre.
(d) Determine o Hamiltoniano H : T*(Q) — R e escreva as equa¢des de Hamilton.

(e) Mostre que & = w + 7*da é uma forma simpléctica em T*Q, onde w € Q*(T*Q) é a
forma simpléctica candnica em T*Q e m : T*Q — @ é a projec¢do natural (& diz-se
uma forma simpléctica com termo magnético).



(f) Mostre que o fluxo Hamiltoniano da fungéo H e C®(T*Q) relativo  forma simpléctica
w, gerado pelo campo X definido por
X -

glo=—dH

¢é dado pelas equacoes
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(g) A aplicagdo F': T*Q — T™*() dada por

F(&) =& —ap

¢ um difeomorfismo que preserva fibras. Mostre que F' leva o fluxo Hamiltoniano de H
relativo a forma simpléctica candnica w no fluxo Hamiltoniano de H relativo a forma
simpléctica @, onde

ﬁ(ﬁp) = %<5pa§p> + U(p).

Mostre ainda que as projec¢bes dos dois fluxos em () coincidem. Portanto o movi-
mento de um sistema mecanico conservativo com termo magnético pode ser obtido
introduzido o termo magnético tanto no Lagrangeano/Hamiltoniano como na forma
simpléctica.

3. Mostre que qualquer variedade de dimensdo 2 orientdvel possui uma estrutura simpléctica.

4. Determine o fluxo Hamiltoniano gerado pela restricio da funcio H : R® — R dada por
H(x,y,z) = z a superficie orientavel

SQ - {(x7y7z) c Rg N ,’1,'2 +y2+22 — 1}
com a estrutura simpléctica definida pela forma de volume usual.
5. Dé exemplos de:

(a) Um campo localmente Hamiltoniano que n3o seja Hamiltoniano.
(b) Uma variedade de Poisson que n&o seja simpléctica. Quais sdo as folhas simplécticas?

(c) Uma variedade de Poisson (M, {-,-}) e uma fung¢do ndo constante C' € C*°(M) tal que
{C,F} =0 para todo o F' € C°°(M). Sera isto possivel numa variedade simpléctica?



