12 ficha de exercicios de Mecanica Geométrica

18 de Marco de 2003

1. Considere as coordenada locais (), ) usuais em S? C R? definidas pela parametrizacio
g 3]0, 7[x]0, 27r[— R? dada por

(a)

(f)

g(0, ) = (sen B cos ¢, sen fsen @, cos )

Determine a express3o nestas coordenadas da métrica Riemanniana induzida em 5?2
pela métrica Euclidiana usual em R3.

Calcule os simbolos de Christoffel da conex3o de Levi-Civita associados a estas coor-
denadas locais.

Mostre que o equador é (imagem de) uma geodésica.

Use o facto de que isometrias levam geodésicas em geodésicas para mostrar que as
(imagens de) geodésicas sdo os circulos méximos. Indique um tridngulo geodésico
cujos angulos internos somem ‘%’ (270°).

Seja ¢ : [0,27] — 52 dado por (6,¢) = (6o,t), onde 6y € ]0, 5[ (portanto ¢ ndo é
uma geodésica). Seja V' um campo vectorial paralelo ao longo de ¢ tal que V' (0) = %.
Calcule o dngulo pelo qual V' é rodado quando regressa ao ponto inicial. (Observagao:
O angulo que calculou é exactamente o angulo pelo qual o plano de oscilacdo do
péndulo de Foulcaut - i.e., um péndulo suficientemente comprido e pesado para oscilar
durante dias - roda ao longo de um dia num local a latitude g — 0y; a razdo para isto
€ que o plano de oscilagcdo do péndulo tenta permanecer fixo em relagdo as estrelas a
medida que a Terra roda sobre o seu eixo).

Use a alinea anterior para provar que nio existe nenhum aberto U C S? que seja
isométrico a um aberto V' C R? com a métrica Euclidiana.

2. Seja GG o grupo das tranformacdes afins préprias de R, i.e., das funcbes ¢ : R — R dadas

por

g(t) =yt+=x

comy > 0 ez € R (onde a operacdo de grupo é a composicdo). Tomando (z,y) € Rx R*
como coordenadas globais, induzimos uma estrutura diferenciavel em G.

()
(b)

Escreva a expressdo da operacdo de composicdo o : G X G — G nestas coordenadas.
Aproveite para mostrar que G com esta estrutura diferencidvel é um grupo de Lie.

Determine a métrica invariante a esquerda induzida pelo produto interno Euclidiano
g=dr®dr+dy ®dy

em g = T{o,1)G. (Observagdo: G munido desta métrica diz-se o plano hiperbdlico).



(c) Calcule os simbolos de Christoffel da conexdo de Levi-Civita associados a estas coor-
denadas.

(d) Mostre as curvas «, 3 : R — G dadas nestas coordenadas por
at) = (O,et)
1
B(t) = <tanht, >

cosht

sdo geodésicas. Caracterize os conjuntos a(R), 3(R).

(e) Use o facto de que isometrias levam geodésicas em geodésicas para determinar todas
as (imagens de) geodésicas. Mostre que dados dois pontos p,q € G existe uma Unica
geodésica que os contém.

(f) Dé exemplos de variedades Riemannianas contendo dois pontos pelos quais passem (i)
infinitas geodésicas; (ii) zero geodésicas.

(g) Prove que n3o existe nenhum aberto U C G que seja isométrico a um aberto V' C R?
com a métrica Euclidiana. (Sugestdo: Mostre que em qualquer vizinhanga de qualquer
ponto p € G existe um quadrildtero geodésico cujos dngulos internos somam menos
que 27).

3. Em R3 com a métrica Euclidiana usual (-,-) introduzimos a conex3o V definida em coor-

denadas Cartesianas (z!, 22, 23) por

Fé‘k = WEijk,
ondew€eRe
+1 se (i,j,k) é uma permutagdo par de (1,2, 3)
€ijk = § —1se (i,7,k) é uma permuta¢do impar de (1,2,3)
0 caso contrario
Mostre que:

a) V é compativel com (-, -);
b

(
(b) As geodésicas de V sio rectas;

(c) Se w # 0 a torsdo de V ndo é zero (portanto V n3o é a conexdo de Levi-Civita);
(d)

d) A equacdo do transporte paralelo é
Vit weiji’VF =0 V+wxx V=0

(onde x designa o produto externo usual em R3). Portanto um vector paralelamente
transportado ao longo de uma recta roda em torno desta com velocidade angular w||%||.

4. Mostre que se (¢',...,q") sdo coordenadas locais no espaco de configuracdes (Q de um

sistema mecanico entao
& B 1 oK _ 0K o
B\t ) = lat \ag )~ ag |

onde p: TQ — T*Q é o operador massa e K : T'(Q — R é a energia cinética.




