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Exame de 2.ª Época, 21 de julho de 2022, 15h30-17h30
Exame com consulta parcial

1. Determine a solução de
xux + uy = y, u(x, 0) = x2,

na forma expĺıcita, indicando o maior domı́nio onde se tem existência e unicidade de solução.

2. (transformação de Hopf-Cole) Considere o problema de valor inicial para a equação de Burgers
com viscosidade: dado ε > 0,{

uux + ut = εuxx para x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x).
(1)

O objetivo deste exerćıcio é o de deduzir uma fórmula de representação para este problema.

(a) Seja ϕ = ϕ(x, t) uma solução da equação do calor{
ϕt − εϕxx = 0

ϕ(x, 0) = e−
∫ x
0

u0(z)
2ε

dz.

Mostre que ϕ > 0 e que u = −2εϕx

ϕ é solução de (1).

(b) Use o resultado anterior para deduzir uma fórmula de representação para (1).

3. (a) Mostre a seguinte desigualdade (de tipo Poincaré) para N > 2:∫
B1(0)

u2 6
1

N − 1

(∫
B1(0)

|∇u|2 +

∫
∂B1(0)

u2 dσ

)
∀u ∈ H1(B1).

(Sugestão: aplique o teorema da divergência, considerando a função xu2).

(b) Usando uma mudança de variável apropriada, que desigualdade consegue provar para u ∈
H1(Br(0))?

4. Seja Ω um domı́nio limitado de RN e tome

λ1 := inf
v∈H1

0 (Ω)\{0}
R(v), onde R(v) =

∫
Ω |∇v|

2∫
Ω v

2
.

(a) Mostre que λ1 > 0.

(b) Seja f ∈ Lp(Ω) para p > 2, e λ > −λ1. Mostre que o problema

−∆u+ λu = f in Ω, u = 0 on ∂Ω

admite uma única solução fraca. Deduza também uma estimativa de estabilidade para o
problema.

(c) Assuma o seguinte facto:

Existe um mı́nimo não negativo de R, ou seja, existe ū ∈ H1
0 (Ω) \ {0} tal que

ū1 > 0 e R(ū) = λ1.

i. Mostre que ū é uma solução fraca de

−∆ū = λ1ū in Ω, ū = 0 on ∂Ω.

ii. Qual a melhor regularidade de ū que consegue deduzir?

iii. Mostre que ū1 > 0 em Ω.

Questão 1 2 3 4

Cotações 4 5 5 6


