Equacoes Diferenciais Parciais
IST 2021/2022

Exame de 2.2 Epoca, 21 de julho de 2022, 15h30-17h30
Exame com consulta parcial

1. Determine a solucao de
2
Uy + Uy =Y, u(z,0) = z°,
na forma explicita, indicando o maior dominio onde se tem existéncia e unicidade de solucao.

2. (transformagao de Hopf-Cole) Considere o problema de valor inicial para a equagao de Burgers
com viscosidade: dado € > 0,

u(z,0) = up(z). W)

O objetivo deste exercicio é o de deduzir uma férmula de representacao para este problema.

{uum 4+ u = euy, parax €R, t>0,

(a) Seja ¢ = p(z,t) uma solucao da equagao do calor

Pt — EPrx = 0
T uoiz) dZ.

o(z,0) =€ Jo 2

Mostre que ¢ > 0 e que u = —28% é solugao de (1).

(b) Use o resultado anterior para deduzir uma férmula de representagao para (1).

3. (a) Mostre a seguinte desigualdade (de tipo Poincaré) para N > 2:

/ u? < . / |Vul|? +/ u? do Vu € H' (By).
B1(0) N =1 \/s, 0 9B1(0)

(Sugestao: aplique o teorema da divergéncia, considerando a funcio zu?).

(b) Usando uma mudanca de varidvel apropriada, que desigualdade consegue provar para u €
H'(B,(0))?

4. Seja Q um dominio limitado de RV e tome

\V4 2
Al = inf  R(v), onde R(v)= f9|712}|
veHE(Q)\{0} Jav
(a) Mostre que A1 > 0.

(b) Seja f € LP(Q2) parap > 2, e A > —A;. Mostre que o problema
—Au+ Au= fin Q, u =0 on 0f2
admite uma tunica solugao fraca. Deduza também uma estimativa de estabilidade para o
problema.
(c) Assuma o seguinte facto:
Existe um mfnimo nio negativo de R, ou seja, existe 4 € H(Q) \ {0} tal que
U1 =2 0e R(ﬂ) = A\
i. Mostre que @ é uma solucao fraca de

—AT =\ in €, % =0 on 0f.

ii. Qual a melhor regularidade de u que consegue deduzir?
iii. Mostre que @1 > 0 em Q.

Questao |1 (2|3 |4
Cotacoes | 4 |5 | 5|6




