Equacoes Diferenciais Parciais
IST 2021/2022

Exame de 1.2 Epoca, 4 de julho de 2022, 10h30-12h30
Exame com consulta parcial

1. (a) Determine, na forma paramétrica, a soluc¢ao (local) u = u(z,y) do problema
Uy + YUy = , u(z, 1) = 2z.

(b) Considere o seguinte problema que modela a dinamica de um engarrafamento numa estrada

em linha reta:
2 “Lor <0,
vM<l—u>ux+ut:O, u(x,()):{ 6
up uy x> 0.

Determine, para cada t > 0, a posicao do dltimo automédvel que estd parado no transito.

[Recorde que u = u(z,t) representa a densidade de automéveis, ups > 0 é a densidade maxima,
vy > 0 a velocidade méxima permitida e que se assume a seguinte lei para a velocidade v(u) =

opm (1 —u/upr).

2. Seja Q um dominio limitado regular de classe C'. Seja g € C%(Q), e u € C*(Q x [0,0)) uma
solucao do seguinte problema

u—Au=0, z€Q, t>0; u(z,t) =0, x € 09, t > 0; u(z,0) = g(z), x € Q.
(a) Mostre que existe C' > 0 tal que

d
/ |u(x,t)|2da:+0/ lula, 1)|2dz < 0.
dt Jo Q

(b) Conclua, da alinea anterior, que u(-,t) — 0 em L?(£2) quando t — +oo.
(c) Dada f € C*°(Q), seja agora v = v(z,t) solugao regular de
v —Av = f(x), z€Q, t>0, v(z,t) =0, z € 09Q, t >0, v(z,0) = g(x), x € Q.

Mostre que existe w = w(z) tal que v(-,t) — w em L?(2) quando t — +oo.

3. Para N > 3, mostre a seguinte desigualdade de Hardy: existe C'= C'(N) > 0 tal que
2
/ U—de <C | |Vul?de  Vue HY(RY).
RN |2] RN
x
|2

Sugestao: Para u € C®°(RY), integre em R a funcio u?div(2y), justificando por que motivo
c \m

o pode fazer.|

4. Seja © C RY um aberto limitado de classe C?, f € L*(Q) e ¢ € L*>(Q) tal que c(x) > 0.
Considere o operador bilaplaciano A%u := A(Au) e o problema com condicdes de Navier:

A2u+c(x)u=f emQ
u=Au=0 em Of2.

(a) Introduza a nogao de solugao fraca.

(b) Prove existéncia e unicidade de solugao fraca. Escreva qual a estimativa de estabilidade
que vale neste caso.

[Nota: Pode pedir a resposta da alinea (a). Nessa altura, a cotagdo maxima do exercicio serd de
3 valores|

Questao |1 (2|3 |4
Cotacoes | 5 |5 |5 |5




