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Exerćıcio-teste 2

Considere-se a função

f(z) =


(z̄)2

z
se z 6= 0,

0 se z = 0.

Determine se f ′(0) = lim
z→0

f(z)
z

existe.

Resolução

Se z 6= 0 então existem r > 0 e 0 ≤ θ < 2π tais que z = r cis(θ). Note-se
que cis(θ) = cos(θ) + i sen(θ). Obtém-se que

f(z)

z
=

(z̄)2

z2
=

r2 cis(−2θ)

r2 cis(2θ)
= cis(−4θ).

Segue-se que lim
z→0

f(z)

z
não existe. Por exemplo, se z = r cis(π

4
) =

√
2r
2

(1 + i),

então

lim
r→0

f
(
r cis(π

4
)
)

r cis(π
4
)

= cis (−π) = −1,

e se z = r cis(0) = r, então

lim
r→0

f
(
r cis(0)

)
r cis(0)

= cis (0) = 1.

***

A t́ıtulo de curiosidade, note-se que se z 6= 0 tem-se que f(z) =
(z̄)2

z
=

(z̄)2

z

z̄

z̄
=

(z̄)3

|z|2
. Logo

u(x, y) =
x3 − 3xy2

x2 + y2
v(x, y) =

y3 − 3x2y

x2 + y2
,



onde f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Segue-se que

∂u

∂x
(0, 0) = lim

x→0

x3

x3
= 1

∂v

∂y
(0, 0) = lim

y→0

y3

y3
= 1

∂u

∂y
(0, 0) = lim

y→0

0

y3
= 0 −∂v

∂x
(0, 0) = lim

x→0
− 0

x3
= 0,

e as equações de Cauchy-Riemann são válidas na origem. Mas as derivadas
parcias ∂u

∂x
, ∂u

∂y
, ∂v

∂x
e ∂v

∂y
não são cont́ınuas na origem. Por exemplo, se (x, y) 6=

(0, 0) tem-se que

u(x, y) =
x3 − 3xy2

x2 + y2

∂u

∂x
=

(3x2 − 3y2)(x2 + y2)− 2x(x2 − 3xy2)

(x2 + y2)2

=
3(x2 − y2)(x2 + y2)− 2x(x2 − 3xy2)

(x2 + y2)2

=
3(x4 − y4)− 2x(x2 − 3xy2)

(x2 + y2)2

=
x4 + 6x2y2 − 3y4

(x2 + y2)2

=
x4 + 2x2y2 + y4 + 4x2y2 − 4y4

(x2 + y2)2

= 1 + 4y2 x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Ora, se lim
(x,y)→(0,0)

∂u
∂x

existisse, então

lim
(x,y)→(0,0)

∂u

∂x
(x, y) = lim

(x,y)→(0,0)
1 + 4y2 x2 − y2

(x2 + y2)2

= lim
(x,x)→(0,0)

1 + 4x2 x2 − x2

(x2 + x2)2
, onde x = y

= 1

= lim
(0,y)→(0,0)

1 + 4y2−y2

y4
, onde x = 0

= −3

que é absurdo.


