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Duracao: Teste: 1 hora e 30 minutos; Exame: 3 horas
O 2° Teste comeca na questao 5
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

1. Considere a funcdo
u(z,y) = log (\/$2 + y2)

definida no aberto D = {(z,y) € R* : = > 0}.

(1 val.) a) Mostre que u é uma fun¢do harménica.
Resolucao: Temos que mostrar que
0*u  0%u
92 T2 =0
Ox y
onde

u(z,y) = log (\/a:2 + y2> = %log (a:2 + y2) .

Como
ou ou y
oxr  x24y? Oy  x24y?
82u_ y? — 22 82u_ 22 — 9
0 (22442 O (a2 +y?)
a fungdo u é harménica.
(1 val.) b) Determine uma fungdo harménica conjugada de w.
Resolugdo: Queremos determinar uma fun¢do v(x, y) que satisfaga as equagdes de Cauchy-
Riemann:
Ou  Ov
ox Oy
ou  Ov
oy Oz

Pela primeira equacido temos

oz 1/x
dy 2 +y? 14 (y/x)?

e primitivando em ordem a y obtemos
v(z,y) = arctg(y/z) + h(z),
para alguma func¢do h. Como

_ Y
x2 + 92

9 (arctg(y/z) + h(z)) = T K(),

ox



segue da segunda equacdo que

Y / Yy

e entao
v(z,y) = arctg(y/z) + C

com C uma constante arbitraria.

(1 val.) c) Seja f uma fungdo analitica definida em D cuja parte real é u. Calcule

£(2)
fe EEDE

onde C é a circunferéncia de centro no ponto 2 e raio 1 percorrida uma vez no sentido

directo.
Resolucao: Aplicando a férmula integral de Cauchy obtém-se

z 2m
ﬁ(j_(z))?dz—l!-f@).

com f(z +yi) = u(z,y) + iv(z,y). Como

ou . Ov x Y
/ N Y s
f<m+yz)_8x+18x x? 42 Z$2+?/2’
temos )
Consequentemente,

7f(z) Z = Tl
§ gtz =

Note-se que a resolugdo desta alinea ndo dependia da resolugdo da alinea b), uma vez que
(em virtude das equagdes de Cauchy-Riemann) f’ pode ser calculada apenas a partir de u:

, Ou . Ou
ff=7——i—.
Ox y
2. Seja
senz 1
fla) =222 4 2
z—Tm oz
(1 val) a) Determine a série de Laurent da fungdo f na regido 0 < |z — 7| < 7.

Resolucao: Temos
+oo (_1)n—1w2n—1

senw = Z T

n=1
para todo o w € C e entdo,
oo 2n—1
—1)" o n
senz = sen(m — z) = —sen(z — ) = Z ( )(2(;_ ;r))‘

n=1




(1 val.)

(1 val)

b)

c)

(Alternativamente, podia-se ter usado a férmula da série de Taylor no ponto T,

X sen™ (m) n
sen(z) = Z T(z — )",
n=0 ’

notando que as derivadas da fun¢o sen z no ponto 7 ou sdo £+ cosm = F1 ou sen7 = 0).
Por outro lado,

PR wn’ ‘U)| < 17
1—w o

e entao

1 1 1 1 1, (z—m\"
;_Z—ﬂ'—l-ﬂ'_;.l—(—ﬂ)_;z(_l) ( T ) ’

™

pois ""—T”| < 1. Consequentemente,

1 X (-)(z—m !t 1R nfz—m\"
f(z):Z_ﬂ_Z( )(2(71—1))! +;Z(_1) < T > ’

n=1 n=0

+oo 71n27ﬂ.2(n—1) +oo —1)" "

Indique e classifique as singularidades de f.

Resolucao: As singularidades de f sdo z = m e z = 0. Como a série de poténcias obtida
na alinea a) n3o possui poténcias negativas, concluimos que z = m é uma singularidade
removivel.

Por outro lado, como

sen z

limz-f(z)zlim(z- —i—l):l;&O,
z—0 z—0

concluimos que z = 0 é um pdlo simples.

7{c F(2)dz

onde C' é a circunferéncia de centro na origem e raio 4 percorrida uma vez no sentido
directo.

Resolucdao: Como ambas as singularidades pertencem ao interior da circunferéncia C,
temos pelo teorema dos residuos que

Calcule

fcf(z)dz = 27i - (Res(f)(m) + Res(f)(0)) .

Como z =0 é
1. Concluimos

Como z = 7 é uma singularidade removivel temos que Res(f)(w) =
um polo simples temos, pela alinea b), que Res(f)(0) =lim,_oz- f(z
assim que

0.
) =

]{ f(z)dz = 2mi- (04 1) = 2mi.
C



(2 val.) 3. Calcule

2 cos(26)

—df
0 V2+senf

utilizando o teorema dos residuos. (Sugestdo: cos(20) = Re (e2¥)).

Resolucdo: Seguindo a sugestdo, temos

0

2

cos (260)

V2 + sen @

do

2 Re(e%@)

——d
0 V2+senb
27 62@'6
Re —df
0 V2+senf

2
z 1

Rej{ 7_de
et V2 iz

2
Re% ?Z dz
|2|=1 2242122 —1

272
e G V) G-V
Re{zm'Res _ 28 ]((1—@)1)}
(z+z(1+\@))(z—z(1—\/§))
Re |20 (1= V2)" ]

(i (1= v2) +i(1+v2))
Re [—27r (1 — 22+ 2)}
—67 + 4V/27.

(2 val.) 4. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

dy 21
dt  cosy
y(0) =2

Explicite a solugdo e indique o seu intervalo maximo de definic3o.

Resolucao: A equacao é separdvel, e pode ser prontamente resolvida:

d
cosyd—gz =2 e seny =2+ C.

Substituindo as condicdes iniciais obtém-se C' =0, i.e.,

seny = t2.



Para explicitar a solucdo, recorde-se que
seny = t? & y = arcsent® + 2krw (k € Z) ou y = m — arcsent® + 2kr (k € Z).
Atendendo a que y(0) = 27 e arcsen 0 = 0 obtemos
y = 27 + arcsen t2

para
te]-1,1].
Como o
. Yy .
lim —= = lim —— =&+
t—l>r:I|:11 dt t—lgcll V1 — 2 >0

o intervalo de definicdo é |—1, 1].

Inicio do 2° Teste

(2 val.) 5. Resolva o seguinte problema de valor inicial e indique o intervalo méximo de defini¢c3o:

{ t — 2y 4 2ty = 0
y(1) =1

Resolucdo: Seja M =13 — 2y e N = 2ty. Tem-se

OM ON
=y =2
9y y e - =2

pelo que apesar da equacdo n3o ser exacta

oM ON
oy ot —by -3

N 2y t

ndo depende de y e portanto a equa¢do dada admite um factor de integragdo p (t) tal que

;=3
1 n M.
Podemos tomar )
w= 3

Y y.
1-— 2t—3 + 2t—2 0
Determinando ¢ tal que

o 2
9 _ 1oV
ot 3
0
9 _,¥

oy t2



(3 val.)

6.

obtemos a menos de uma constante aditiva

Ent3o a solugdo pretendida é dada por

¢ (ty) =¢(1,1)

ou seja
2
Y
t+ oy =2,
donde
y = V22 -3
= +tv2-—t.
Como y (1) =1, obtemos
y(t) =t V2 —t.

Como

. 12 _
lim y* (#) = —oo

o intervalo maximo de definigdo da solugdo é |—o0, 2|.

Resolva o seguinte problema de valor inicial:

Y —3j+3y—y=c¢el

y(0) =
y(0)=0
§(0) =2

Resolucao: A equacdo homogénea associada é

(D3 —3D?+3D—-1)y=0< (D—1)3y=0.

A solucao geral da equagao homogénea é portanto
Y =1 el + cztet + 03t26t.

Aplicando o operador D—1 a equagdo aniquilamos o lado direito. Vemos portanto que qualquer
solucdo da equacdo tem que satisfazer

(D — 1)4y =0<y=cre + catel + cst®el + cat®el.
Logo tem que existir uma soluc3o particular da forma z = c4t3e!. Temos
Z=2cy (3752 + t3) e

£ =cy (64 6t% +1%) ¢



Z=cy (6418t + 9t + %)

Z—3543i—2z = cyet (6+ (18 —18)t+ (9—18+9)t* + (1 —-3+3—1)t%)

= ¢46€!

- . - . 1
Portanto z é uma solucdo particular da equacdo diferencial se ¢4 = 3

A solugdo pretendida tem a forma

t3
Yy = c1 et + Co te! + cs t2et + Eet

3

t
= <01+02t+03t2+6> el.

Como y (0) =0 vem ¢; = 0, donde

_ AW
Y= 02t+03t+6 e

. 1 t3
Y= <02+(02+203) t+ (03+2) t2+6> el.

Como 7 (0) =0 vem ¢y = 0, donde

. 1 2 tS t
y=|2c3t+ Cg+§ t +E €

t3
i = <263+(463+1) t+(63+1) t2+6> et

Como 3 (0) = 2 vem ¢3 = 1, pelo que a solugdo é

Y = t2et + ﬁet.
6

7. Pretende-se resolver o problema

((0%u  O%u
4 —
ot? ox? 0
u(t,0) = sent
u(t,m) =0
u(0,z) =0
9u(0,2) = cos (Z) +1

(t > 0,z €]0,7[), correspondente a uma corda cuja extremidade x = 0 oscila.



(1 val.)

(1 val.)

(1 val.)

a) Calcule a expansdo em série de senos da fungdo f : [0, 7] — R dada por f(z) = 1.
Resolucao: Aplicando a férmula para os coeficientes, vem

by, = 2/07rf($) sen <@> dr = 2/Oﬂsennxdx = 2 [_COSTL{L‘]W = 21 - (_1)71]'

T T T T n lo nmw
Portanto .
o0
21— (=1
1 —

Z . sen na

n=1
para z €]0, 1].

b) Determine uma solugdo particular da equagdo diferencial da forma u(t,z) = g(z)sent que
satisfaca também as condicGes de fronteira.
Resolugdo: Para que u(t,z) = g(z)sent satisfaga as condi¢cdes de fronteira é necessério
que
u(t,0) =sent < g(0)sent =sent < g(0) =1

u(t,m) =0 < g(m)sent =0 < g(m) = 0.

Para que u(t,z) = g(x) sent satisfaga a equagdo devemos ter

—g(a)sent — g (@) sent = 0 & '(a) + +g(@) = 0. g(a) = Acos (L) + Bsen (L)),

4
De g(m) = 0 obtemos B = 0, e de g(0) = 1 vem A = 1. Uma solugdo particular que
satisfaz também as condi¢cGes de fronteira é entdo

x
u(t,x) = cos ( = ) sent.
2

c) Resolva o problema.
Resolucao: Escrevemos entdo

x
u(t, ) = cos (5) sent + v(t, x).
Como v(t,x) é a diferenca de duas solugdes da equagdo diferencial que satisfazem as con-

dicGes de fronteira, é necessariamente uma solucdo da equacdo com condi¢des de fronteira
nulas. Na verdade, v(t, z) satisfaz

0% 0%

I/ e

ot? Ox? 0

v(t,0) =0

v(t,m) =0

v(0,z) = u(0,z) —0=0

2(0,2) — 95(0,2) — cos (§) cos = cos (§) +1 —cos §) = 1




Este problema homogéneo é facilmente resolvido pelo método de separagdo de varidveis: fa-

zendo
v(t,z) =T ()X (x)

obtemos .
.. 17 X"
TX —4ATX" =0 -—=" =)\
4T X
para A € R constante (uma vez que sé as fungdes constantes ndo dependem nem de ¢ nem de
. Impondo as condi¢des de fronteira obtemos o problema de valores na fronteira para X

X"=2X
X(0)=0
X(m)=0

Como se sabe, este problema sé admite solucdes n3o triviais para certos valores negativos de
A. Escrevendo entio A = —w? (com w € RT) vem

X" —w?X =0 & X(z) = Acos(wz) + Bsen(wz).
De X (0) = 0 obtemos A =0, e de X (7) = 0 obtemos B = 0 (solu¢&o trivial) ou
sen(wr) =0 w=neN.
Portanto obtemos solugdes n3o triviais para A = —n?. A equagdo para T'(t) fica entdo
T = —4nT & T = acos(2nt) + Bsen(2nt).

Podemos impor a condigdo inicial v(0,z) = 0 fazendo T(0) = 0, i.e., « = 0. Resulta portanto
que para cada n € N a funcao

vn(t, z) = ¢y sen(nx) sen(2nt)

¢ uma solucdo n3o trivial da equacio, das condicbes de fronteira e de uma das condicdes

iniciais. Portanto
—+o00

v(t,z) = Z cn sen(nx) sen(2nt),
n=0
donde
ov =
a(t, x) = Z 2ncy, sen(nx) cos(2nt),
n=0
e portanto
v = 1—(=1)"
E(O’x) =1l< ;:02ncnsen(nac) =1&c,= n(277)

pela alinea a).

8. Seja f : R? — R uma funcio de classe C'!' e 3y > 0. Considere o problema de valor inicial

{ y = yf(tny)
y(0) = yo



(0,5 val.)

(1,5val.)

a)

b)

Mostre que este problema tem uma tnica solu¢do numa vizinhanca de t = 0.

Resolugdo: Como f(t,y) é de classe C! e y é de classe C™ segue-se que yf(t,y) é de
classe C'! e portanto localmente Lipschitziana. Pelo Teorema de Picard-Lindel6f o problema
de valor inicial tem solu¢do tnica numa vizinhanga de ¢t = 0.

Mostre que se f for limitada entdo a solucdo estad definida para todo o ¢t > 0.

Resolucdo: Seja I a interseccdo do intervalo maximo de definicdo com [0, +oo[. Como
o dominio de f é R?, I s6 n3o serd igual a [0, +oco[ se a solugdo explodir em [0, +oc.
Como 79 > 0, segue-se que em I ™ a solucio do problema serd > que a solucio de

{ Y= yf(ta y)
y(0) =0

i.e., y(t) > 0 em I't. Por outro lado, se f for limitada, |f| < M, e atendendo a que y > 0,
vemos que a solucdo do problema serd < que a solucdo do problema

{ y=yM
y(0) = yo

ie., y < yoeMt. Logo a solucio do nosso problema n3o pode explodir, e portanto esta

definida para todo o ¢ > 0.

10



